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Resumen
La posible aplicacio´n de medios de contraste en la diagnosis me´dica por ultrasonidos
fue descrita por primera vez hace 40 an˜os. Hoy en d´ıa, los agentes de contraste ultraso´ni-
cos (UCA), formados por microburbujas encapsuladas, son ampliamente utilizados para
realizar diagno´sticos cl´ınicos especializados, de ah´ı la importancia del estudio de su com-
portamiento ante excitaciones acu´sticas. Por tanto, la optimizacio´n de las te´cnicas de
contraste ecogra´fico, as´ı como la generacio´n y caracterizacio´n de estos agentes, permi-
tira´ dotar finalmente a esta herramienta cl´ınica de las ventajas necesarias que le hara´n
convertirse en una solucio´n eficaz para el diagno´stico, e incluso tratamiento, de diver-
sas patolog´ıas. As´ı pues, en el Cap´ıtulo 1 se lleva a cabo una introduccio´n a los UCA,
exponiendo los objetivos y metodolog´ıa seguida para el desarrollo de esta tesis doctoral.
En el aprendizaje y estudio de los feno´menos acu´sticos y ondulatorios en general,
es imprescindible el ana´lisis de las ecuaciones que modelan la propagacio´n de ondas en
medios homoge´neos. Bajo la hipo´tesis de acu´stica lineal, muy comu´n en la pra´ctica, las
ecuaciones de Navier-Stokes revelan que cualquier perturbacio´n en la presio´n local de un
fluido se propaga como una onda a la velocidad del sonido. Este resultado nos permite
modelar, en el Cap´ıtulo 2, la radiacio´n producida por un transductor piezoele´ctrico con
el fin de simular la propagacio´n de un haz acu´stico en un medio fluido. Cuando en
este medio existe alguna regio´n homoge´nea con unas propiedades diferentes, aparece el
feno´meno de dispersio´n acu´stica. Como consecuencia, la energ´ıa del haz es dispersada
en distintas direcciones y con distintas intensidades, las cuales vienen marcadas por
la diferencia entre las propiedades de los dos medios. Los conceptos y me´todos usados
para resolver este tipo de problemas sera´n utilizados posteriormente para analizar la
propagacio´n y dispersio´n de ondas acu´sticas a trave´s de nubes de burbujas, las cuales
constituyen medios no homoge´neos.
Antes de analizar la dispersio´n que producen estas nubes, es necesario estudiar la
dina´mica de las burbujas mientras son excitadas acu´sticamente. De esta manera, en el
Cap´ıtulo 3 se realiza una revisio´n exhaustiva de la formulacio´n y de las ecuaciones que
modelan las oscilaciones radiales de estas burbujas. Por otro lado, mediante un ana´li-
sis lineal, se ha estudiado el comportamiento termodina´mico del gas en el interior de
las burbujas, permitie´ndonos finalmente plantear una formulacio´n muy precisa para las
oscilaciones de pequen˜a amplitud. Este resultado nos permite caracterizar el espectro
de oscilaciones, las cuales se relacionan con las propiedades de dispersio´n acu´stica de
las burbujas. Los resultados revelan que las burbujas oscilan de forma resonante para
determinadas frecuencias, lo que implica una elevada dispersio´n de energ´ıa acu´stica.
Es esta propiedad ecoge´nica la que convierte a las microburbujas en un excepcional
agente de contraste ultraso´nico para su uso en aplicaciones cl´ınicas. No obstante, para
que estas burbujas sean estables en cuanto a su taman˜o, necesitan ser recubiertas para
evitar su disolucio´n y eventual desaparicio´n. Una vez analizada la dina´mica de las mi-
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croburbujas y justificada su aplicabilidad cl´ınica, se ha llevado a cabo, en el Cap´ıtulo 4,
la caracterizacio´n experimental de sus propiedades acu´sticas. As´ı pues, usando te´cnicas
microflu´ıdicas, se han generado suspensiones de microburbujas monodispersas recubier-
tas con fosfol´ıpidos. El montaje experimental propuesto permite medir la frecuencia de
resonancia de estas burbujas a trave´s del espectro de atenuacio´n de las muestras. Con
este resultado, y conocido el taman˜o medio de burbuja, podremos inferir las propiedades
meca´nicas que caracterizan al recubrimiento de forma experimental.
Hasta ahora, las burbujas han sido tratadas como entes aislados, cuya dina´mica
es independiente de la presencia de burbujas vecinas. Sin embargo, para suspensiones
o nubes con una densidad de burbujas elevada, aparecen efectos de acoplamiento que
modifican sus oscilaciones, y por tanto, la dispersio´n total. Estos efectos de interaccio´n
burbuja-burbuja dan lugar a feno´menos colectivos, los cuales son analizados de forma
rigurosa en el Cap´ıtulo 5. As´ı pues, en determinadas condiciones, las nubes pueden os-
cilar de forma colectiva siguiendo unos modos resonantes concretos. Para el ca´lculo de
las oscilaciones acopladas y de la dispersio´n mu´ltiple que aparece en consecuencia, se ha
desarrollado un co´digo nume´rico que permite obtener el campo de oscilaciones y presio-
nes acu´sticas en todos los puntos de la nube. Esto nos permite caracterizar la dispersio´n
acu´stica total en funcio´n de los para´metros que la definen. Finalmente, considerando a
la nube como un medio efectivo homoge´neo, y aplicando las te´cnicas afianzadas en la
primera parte del desarrollo de este trabajo, se han calculado anal´ıticamente las oscila-
ciones colectivas y la dispersio´n acu´stica total, resultados que han sido comparados con
los obtenidos nume´ricamente.
Sin embargo, el comportamiento real de las burbujas dentro de una nube es ma´s com-
plejo debido a que sus posiciones relativas var´ıan como efecto de la excitacio´n acu´stica.
Las fuerzas que inducen este movimiento se conocen como fuerzas de Bjerknes, y son
analizadas de forma teo´rica en el Cap´ıtulo 6. As´ı pues, se ha estudiado la interaccio´n
mutua entre pares de burbujas con el fin de calcular el movimiento relativo entre ellas.
Finalmente se ha implementado un algoritmo que predice la formacio´n de agrupacio-
nes (clustering) de burbujas en nubes excitadas acu´sticamente, feno´meno ampliamente
observado en la pra´ctica.
Abstract
The potential application of contrast agents in ultrasound medical diagnosis was
first described 40 years ago. Today, ultrasound contrast agents (UCA), which consist
of encapsulated microbubbles, are widely used for specialized clinical diagnostics, hence
the importance of the study of their behavior under acoustic excitations. Therefore,
the optimization of medical techniques and procedures, as well as the generation and
characterization of new agents, will provide to this clinical tool the advantages to become
an effective solution for diagnosis and treatment of several pathologies. Thus, in Chapter
1 we carry out an introduction to UCA, stating the objectives and methodology that
has guided the development of this dissertation.
In the study of acoustic and wave phenomena, is essential to first analyze the equa-
tions that govern the wave propagation in homogeneous media. Under the hypothesis
of linear acoustics, the Navier-Stokes equations show that any disturbance in the local
pressure of a fluid propagates at the speed of sound. This finding allows us to model, in
Chapter 2, the radiation generated by a piezoelectric transducer in order to simulate the
propagation of an acoustic beam. When in this environment there exists a homogeneo-
us region with different properties, the beam energy is scattered to different directions
with different intensities. The concepts and methods employed to solve these kind of
problems will be recover to analyze the propagation and scattering of acoustic waves
through microbubble clouds.
Before analyzing the scattering from these clouds, it is necessary to study the bubble
dynamics while they are driven acoustically. Thus, in Chapter 3, a deep review of the
formulation and the equations that model the radial oscillations of these bubbles has
been performed. Furthermore, by using a linear analysis, we studied the thermodynamic
behavior of the gas inside the bubbles. Such analysis brings a very accurate formulation
for small amplitude oscillations. This finding allows us to characterize the spectrum
of the oscillations, which is closely related to the acoustical properties of the bubbles.
The results reveal that bubbles oscillate resonantly while they are driven at certain
frequencies, which implies a very high acoustic energy scattering. Indeed, this echogenic
property makes the microbubbles to be a unique contrast agent for clinical applications.
However, these bubbles must be coated (stabilized) to prevent a rapid dissolution. Once
analyzed the microbubble dynamics and justified their clinical applicability, we carry
out the experimental characterization of its acoustic properties in Chapter 4. So, by
using microfluidic techniques, we have generated monodisperse microbubbles suspen-
sions coated with phospholipids. The proposed experimental setup enables the measu-
rement of the bubbles’ resonance frequency through the attenuation spectrum of the
samples. With this result, we can finally infer experimentally the mechanical properties
which characterize the lipid coating.
Until now, the bubbles have been treated as isolated entities whose dynamic is inde-
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pendent of the presence of neighboring bubbles. However, when dealing with suspensions
or clouds with a higher bubble density, the coupling effects could modify the oscillations
and the total acoustic scattering. These bubble-bubble interactions give rise to collective
phenomena within the cloud, which are rigorously analyzed in Chapter 5. Thus, under
certain conditions, clouds can oscillate collectively following a specific resonant mode.
In order to calculate the coupled oscillations and the multiple scattering, a numeric code
has been developed. The code is able to get numerically the oscillations of each bubble
and the sound pressure field in every point of the cloud. This allows us to characterize
the total acoustic scattering as a function of the parameters that define the cloud and
the excitation. Finally, considering that the cloud can be modeled as an effective ho-
mogeneous medium, we have calculated analytically both the collective oscillations and
the total acoustic scattering with an excellent accuracy.
However, the real behavior of the bubbles inside a cloud is more complex because
their relative positions may vary under the effect of the acoustic excitation. The forces
that drive this movement are known as Bjerknes forces, and they are theoretically
analyzed in Chapter 6. Thus, we studied the mutual interaction between pairs of bubbles
in order to calculate the relative displacement therebetween. To conclude this study, we
have implemented a numerical algorithm that predicts the formation of bubble clusters
within acoustically excited clouds, a phenomenon widely observed in experiments.
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
La elaboracio´n de esta tesis forma parte del trabajo de investigacio´n asociado al Pro-
yecto del Plan Nacional de I+D+i Mecanismos de generacio´n de microgotas, burbujas y
espumas con aplicaciones a procesos industriales, farmacolog´ıa y medicina, desarrollado
en el Grupo de Investigacio´n de Meca´nica de Fluidos (http://www.gimf.us.es/) perte-
neciente a la Universidad de Sevilla. La labor de investigacio´n desarrollada se centra en
el modelado y ana´lisis teo´rico, nume´rico y experimental de la excitacio´n, propagacio´n y
dispersio´n acu´stica a trave´s de nubes de microburbujas, con el fin de caracterizar el com-
portamiento de los agentes de contraste ultraso´nicos (UCA) y estudiar su aplicabilidad
cl´ınica.
1.1. Introduccio´n a los UCA
El desarrollo de los medios de contraste aplicados a la exploracio´n por ultrasonidos
ha sido lento y espora´dico. En los u´ltimos tiempos ha habido grandes avances en la
produccio´n de UCA con diferentes caracter´ısticas, y en el estudio de las te´cnicas de
empleo de los mismos. Hoy en d´ıa estos agentes de contraste (microburbujas encapsu-
ladas) son ampliamente utilizados para realizar diagno´sticos especializados, de ah´ı la
importancia del conocimiento de su modo de empleo. Por otro lado, la exploracio´n por
ultrasonidos es una te´cnica no invasiva, con un equipamiento sencillo, compacto y de
bajo coste, el cual ha venido desarrollandose durante de´cadas. Sin embargo, presenta
ciertas desventajas a la hora de hacer evaluaciones precisas a la vista de las ima´genes
ecogra´ficas debido a la alta intensidad de ruido provocado por los mu´ltiples ecos en te-
jidos circundantes a la zona a explorar. Esto hace que la optimizacio´n de las te´cnicas de
contraste ultraso´nico, as´ı como la generacio´n y caracterizacio´n de estos agentes, sea de
gran intere´s para finalmente dotar a esta herramienta cl´ınica de las ventajas necesarias
para convertirse en una solucio´n eficaz para el diagno´stico, e incluso tratamiento, de
diversas patolog´ıas [Dijkmans (2004), Evan (2004), Ferrara (2007)].
La principal aplicacio´n de los UCA para el diagno´stico me´dico es su uso como real-
zadores del contraste en las ima´genes ecocardiogra´ficas. Debido a la disparidad de den-
sidades y compresibilidad entre las microburbujas y la sangre, la ecogenididad de esta
u´ltima se ve incrementada con respecto a los tejidos que componen la cavidad card´ıaca,
permitiendo visualizar claramente el estado del flujo sangu´ıneo y reconocer patolog´ıas
derivadas. Por otro lado, este aumento de las propiedades ecoge´nicas de la sangre per-
mite la deteccio´n por ima´genes ecogra´ficas de problemas de perfusio´n o irrigacio´n en
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Figura 1.1: Imagen ecogra´fica de un rin˜o´n de conejo. A) Imagen previa a la inyeccio´n de
agentes de contraste ultraso´nicos. B) Imagen posterior a la inyeccio´n de UCA. Cortes´ıa de
Bracco Research S.A.
distintos tejidos, como el hepa´tico, pudiendo diagnosticar posibles trombosis o coa´gulos,
aneurismas, o hemorragias. Por u´ltimo, una de las aplicaciones cl´ınicas, actualmente en
estudio y desarrollo, de los UCA es su uso para la medicio´n no invasiva de la presio´n
sangu´ınea en diferentes puntos del sistema circulatorio, como en la aorta o en el corazo´n.
De hecho, hoy en d´ıa la te´cnica esta´ndar para realizar estas mediciones es mediante la
introduccio´n de un cate´ter, lo cual requiere un procedimiento quiru´rgico. Aunque exis-
tan algunas te´cnicas no invasivas, basadas en la aplicacio´n de la ecuacio´n modificada
de Bernoulli sobre los datos obtenidos en las ecograf´ıas Doppler, su precisio´n no es
suficiente para muchos propo´sitos cl´ınicos.
Figura 1.2: Esquema de la liberacio´n controlada de fa´rmacos usando microburbujas como
agentes de contraste ultraso´nicos.
En cuanto a las aplicaciones de los UCA para el tratamiento de patolog´ıas y enferme-
dades, podemos destacar la deteccio´n y mejora en la destruccio´n de coa´gulos mediante
la incepcio´n del feno´meno de cavitacio´n. El uso de agentes de contraste permite monito-
rizar en tiempo real el estado del flujo sanguineo en la zona a tratar. Una vez detectado
y localizado el problema, las microburbujas ma´s cercanas se excitan por encima del
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umbral de cavitacio´n inercial para provocar su implosio´n y la generacio´n de una onda
de choque asociada, la cual sera´ la encargada de destruir el coa´gulo. Por otro lado,
los agentes de contraste pueden ser dotados de material gene´tico previamente selec-
cionado, y equipados de principios activos ligados de forma covalente al recubrimiento
de fosfol´ıpidos. De esta manera las microburbujas se comportan como portadores de
genes (gene delivery) y de fa´rmacos (drug delivery), los cuales son liberados de forma
localizada en zonas espec´ıficas del cuerpo. La deposicio´n de estos fa´rmacos y material
gene´tico se produce igualmente por cavitacio´n inercial, mientras que la absorcio´n de es-
tas mole´culas por parte de las ce´lulas de los tejidos a tratar es realzada por los procesos
de sonoporacio´n (creacio´n de poros en la membrana celular) provocados tanto por el
microstreaming, como por las variaciones de presio´n, ambos feno´menos asociados a las
oscilaciones de las microburbujas mientras son excitadas de forma externa por el equipo
de ultrasonidos.
1.2. Antecedentes
La posible aplicacio´n del contraste en ecocardiograf´ıa fue ya descrita en 1968 por
Gremiak et. al. [Gremiak (1968)] La mayor´ıa de los contrastes esta´n formados por micro-
burbujas encapsuladas, llenas de gases pesados (poco difusibles), las cuales son capaces
de generar un aumento en la sen˜al ecocardiogra´fica, lo que potencia la informacio´n pro-
veniente del ultrasonido. El motivo por el cual estas suspensiones de gases en l´ıquidos
producen realce significativo en las ima´genes ultraso´nicas se debe a que las interfases
f´ısicas entre elementos de tan distinta densidad acu´stica, como el l´ıquido y el gas, son
intensamente reflectantes para el ultrasonido, varias veces ma´s que las interfases so´li-
do/l´ıquido que habitualmente se utilizan para generar las ima´genes que se obtienen en
la pra´ctica cl´ınica de la ecocardiograf´ıa. La generacio´n de las microburbujas que com-
ponen el medio de contraste de uso comercial se ha venido realizando segu´n te´cnicas de
agitacio´n meca´nica y sonicacio´n, las cuales son una forma muy barata, ra´pida y senci-
lla de generar unas emulsiones altamente concentradas de microburbujas. La principal
desventaja de estas te´cnicas es la imposibilidad de controlar la distribucio´n de taman˜os
de las burbujas resultantes, pudiendo generarse en una misma solucio´n, microburbujas
de entre 0.1 µm, hasta 20 µm de dia´metro.
A la vista de la ra´pida disolucio´n de las microburbujas, distintos materiales encap-
sulantes se han venido usando para estabilizar el taman˜o medio y el contenido de las
burbujas que compone los agentes de contraste, lograndolo gracias a la eliminacio´n de
la sobrepresio´n debida a la tensio´n superficial, y a la imposicio´n de una resistancia a la
permeabilidad del gas. As´ı pues, los primeros agentes de contraste comerciales fueron
recubiertos por una capa de proteina de albu´mina (Albunex, Optison). Sin embargo, los
UCA con recubrimientos de fosfol´ıpidos son los ma´s comunes para su uso en ima´genes
ultraso´nicas (Definity, SonoVue). Las microburbujas estabilizadas por l´ıpidos son fa´ciles
de generar, biocompatibles y muy ecoge´nicas. La necesaria inclusio´n de los distintos ma-
teriales encapsulantes en la morfolog´ıa de la microburbuja modifica el comportamiento
dina´mico y ecoge´nico esperado de esta, por lo que es imprescindible la caracterizacio´n
meca´nica de estos recubrimientos.
La caracterizacio´n de los UCA comienza por establecer un modelo meca´nico para el
recubrimiento que estabiliza a la microburbuja. Los modelos que primero se desarrolla-
ron fueron los de N. de Jong [de Jong (1992), de Jong (1993)] y Church [Church (1995)],
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los cuales asumen un comportamiento viscoela´stico y un espesor finito para la mem-
brana, dandole aplicacio´n para recubrimientos prote´ınicos y polime´ricos. Una vez se
fueron desarrollando los encapsulamientos por monocapas de fosfol´ıpidos, los modelos
se fueron adaptando con los trabajos de Sarkar [Chatterjee (2003), Sarkar (2005)], Day-
ton [Doinikov (2007)] y Marmottant [Marmottant (2005)], siendo este u´ltimo uno de
los ma´s completos ya que tiene en cuenta el comportamiento no lineal de la membrana
lip´ıdica. Una vez planteado el modelo del recubrimiento, se fueron sucediendo distintas
te´cnicas experimentales con el fin de obtener valores emp´ıricos que definieran al material
viscoela´stico. Estas te´cnicas esta´n basadas en la medida del espectro de atenuacio´n y
backscattering de distintas muestras de agentes de contraste, excitadas por pulsos ul-
traso´nicos de gran ancho de banda, y a partir del cual se pueden obtener las frecuencias
de resonancia y factores de amortiguamiento caracter´ısticos de las microburbujas.
Figura 1.3: Micrograf´ıa de una muestra de agentes de contraste monodispersos (Y. Gong y
T. Porter, NanoMedAl, Boston University). Detalle esquematizado de una microburbuja en-
capsulada por una monocapa de fosfol´ıpidos (M. Overvelde, Physics of Fluids, University of
Twente).
Es importante, a la hora de establecer los modelos con los que predecir la interac-
cio´n entre el ultrasonido y las microburbujas, tener en cuenta los efectos de oscilaciones
y resonancias colectivas para ciertos niveles de densidad de burbujas en el contraste
[Zeravicic (2011)]. A este nivel, la propagacio´n de las ondas dentro de la muestra de
microburbujas se ve afectada debido al acoplamiento acu´stico entre las burbujas, con lo
que el espectro de atenuacio´n y dispersio´n total var´ıa de forma apreciable, alcanzandose
unas frecuencias de resonancia muy por debajo de las previstas. Los trabajos previos que
modelan la propagacio´n acu´stica en este re´gimen se centran en el estudio del compor-
tamiento colectivo de nubes de cavitacio´n [Arora (2007), Fuster (2011)]. Sin embargo,
en la caracterizacio´n de agentes de contraste, dada su baja densidad en principio, no
se han desarrollado modelos que predigan el comportamiento acu´stico de las nubes de
microburbujas cuando aparecen los efectos de dispersio´n mu´ltiple, los cuales pueden ser
importantes si trabajamos con nubes monodispersas (burbujas del mismo taman˜o).
1.3. Hipo´tesis y objetivos
Para ser una herramienta cl´ınica efectiva, las microburbujas, una vez inyectadas en
el cuerpo v´ıa intravenosa, deben sobrevivir al pasaje a trave´s de la circulacio´n cardio-
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pulmonar: los capilares pulmonares, en su porcio´n ma´s estrecha, presentan una seccio´n
de dia´metro caracter´ıstico de 12 µm. Tambie´n es de gran importancia que los gases con-
tenidos no difundan a trave´s de la barrera alve´olo-capilar. Es por ello que las sustancias
de contraste ultraso´nico de utilidad cl´ınica sera´n aquellas que contengan microburbujas
de un taman˜o no mayor de 10 µm y que adema´s contengan gases poco difusibles y bien
estabilizados por recubrimientos (fosfol´ıpidos o pol´ımeros) que no les permitan difundir
libremente y, al mismo tiempo, garanticen la estabilidad de las mismas en cuanto a su
taman˜o.
La correcta caracterizacio´n de la energ´ıa dispersada (en forma de eco) por las mi-
croburbujas que componen el medio de contraste, pasa por el ana´lisis de la dina´mica de
las oscilaciones de estas. As´ı pues, uno de los planteamientos ma´s importantes dentro de
la dina´mica de las burbujas es la dependencia de su radio R con la presio´n acu´stica pa
que la rodea. De esta manera, se obtiene la ecuacio´n diferencial (1.1), propuesta en su
forma original por Lord Rayleigh [Rayleigh (1917)], y completada posteriormente por
M. Plesset [Plesset (1949)] en los an˜os 40,
RR¨+
3
2
R˙2 =
1
ρ∞
(pL − pa − p∞), (1.1)
siendo p∞ la presio´n de equilibrio del l´ıquido, cuya densidad es ρ∞, y pL la presio´n
que ejerce el l´ıquido justo en la cara externa de la burbuja. La hipo´tesis principal de la
cual parte este resultado es suponer que la simetr´ıa esfe´rica de la burbuja se conserva
en todo instante, lo que es coherente para excitaciones de longitudes de onda largas,
mucho mayores que el radio de equilibrio Ro. Tras una ana´lisis lineal de esta ecuacio´n,
se comprueba que la burbuja se comporta como un oscilador armo´nico, cuya frecuencia
natural fn correspone, de forma aproximada, con lo predicho en 1933 por Minnaert
[Minnaert (1933)], es decir
fn ≃ 1
2π
√
3κp∞
ρ∞R2o
, (1.2)
donde κ es la constante politro´pica del gas que compone la microburbuja. As´ı pues,
una microburbuja excitada segu´n su frecuencia natural oscilara´ de forma resonante,
maximizando por tanto su respuesta ecoge´nica. Como se comprueba en (1.2), para
burbujas menores de 8 µm, la frecuencia de resonancia caracter´ıstica esta´ en el rango
de los MHz, con lo cual su aplicabilidad en la exploracio´n por ultrasonidos, usando
equipamiento ecogra´fico esta´ndar, es adecuada e inmediata.
Por otro lado, la idea en la cual se sustenta el me´todo de la medida no invasi-
va de la presio´n sangu´ınea fue propuesta en los an˜os 70 por Fairbank and Scully
[Fairbank (1977)]: la frecuencia de resonancia de una burbuja con un radio dado, depen-
de de la presio´n del l´ıquido que le rodea, p∞. Por tanto, si el radio de la burbuja, as´ı como
las propiedades del gas y del l´ıquido, son conocidos con exactitud, existe una relacio´n
directa entre la frecuencia de resonancia y la presio´n de este u´ltimo. A pesar de la simpli-
cidad de esta idea, sigue siendo muy dif´ıcil ponerla en pra´ctica en una aplicacio´n cl´ınica.
La razo´n principal, es que las burbujas necesitan tener a una distribucio´n de taman˜os
uniforme. Como demuestran recientes ca´lculos y experimentos realizados por el Grupo
de Investigacio´n de Meca´nica de Fluidos (http://fluidos.uc3m.es/) perteneciente la
Universidad Carlos III de Madrid, la resolucio´n con la cual la presio´n puede ser medida
esta´ acotada por el ı´ndice de polidispersio´n (PDI) de la nube [Medina-Palomo (2010)],
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poniendo de manifiesto que, para que esta te´cnica resulte pra´ctica en aplicaciones cl´ıni-
cas (resoluciones mayores a 5 mmHg), se necesita producir poblaciones de burbujas con
un PDI lo ma´s bajo posible (inferiores a un 5%).
Como vemos, la polidispersio´n en el taman˜o de las burbujas presentes en el me-
dio de contraste nos introduce siempre una incertidumbre tanto en el planteamiento
y disen˜o de las aplicaciones, como en las medidas que pretendamos hacer. Esto hace
que sea necesario conocer de manera exacta co´mo esta´n distribuidos los dia´metros de
las microburbujas que forman la nube. Au´n as´ı, los resultados obtenidos no estara´n
optimizados ya que el realce ma´ximo del eco se produce para una frecuencia de reso-
nancia determinada, la cual depende del taman˜o de la burbuja. Es por ello que el uso
de agentes de contraste monodispersos se hace imprescindible a la hora de optimizar las
te´cnicas de caracterizacio´n meca´nica y las aplicaciones cl´ınicas -ima´genes ecogra´ficas,
medidas no invasivas y tratamiento de patolog´ıas- debido a la alta precisio´n y control
que se alcanzar´ıa sobre las sen˜ales medidas. Por tanto, una vez lograda la produccio´n
en masa de burbujas monodispersas [Castro-Herna´ndez (2011)] (como objetivo del pro-
yecto DPI2008-06624-C03-01 desarrollado en el Grupo de Investigacio´n de Meca´nica
de Fluidos de la Universidad de Sevilla), y dado que nuestro propo´sito es producirlas
para emplearlas como UCA, analizaremos en detalle la respuesta de nubes de micro-
burbujas monodispersas excitadas acu´sticamente. Debido a la complejidad te´cnica en la
produccio´n de forma controlada de nubes monodispersas, es dif´ıcil encontrar resultados
experimentales sobre esta materia a pesar de ser esencial para las aplicaciones de las
microburbujas como agentes de contrastes ultraso´nicos. Los objetivos de esta tesis se
centran en el ana´lisis teo´rico, nume´rico y experimental de los siguientes feno´menos: la
interaccio´n acu´stica entre microburbujas, la dina´mica de burbujas encapsuladas y las
fuerzas de Bjerknes.
Interaccio´n acu´stica entre burbujas. El uso de poblaciones de burbujas con bajos
PDI no elimina, por s´ı solo, otras dificultades te´cnicas que impedir´ıan la aplicacio´n
del me´todo en los procedimientos cl´ınicos ma´s comunes. Uno de los efectos indeseables
que aparece, que dificulta el ana´lisis y modelado del feno´meno f´ısico, es la interaccio´n
acu´stica entre las burbujas [Parrales (2010)]. De hecho, a pesar de que la determinacio´n
experimental del espectro acu´stico de una sola microburbuja es te´cnicamente posible,
para obtener relaciones de sen˜al-ruido pra´cticas para propo´sitos cl´ınicos, se necesitan
nubes con concentraciones relativamente altas de UCA. Esto hace que la forma esperada
del espectro de atenuacio´n y dispersio´n, as´ı como la localizacio´n de la frecuencia de
resonancia en cada muestra, var´ıe de manera importante. Por tanto, la interaccio´n
acu´stica burbuja-burbuja emerge como un punto cr´ıtico que necesita ser considerado si
se requiere una alta precisio´n en las medidas.
Dina´mica de burbujas encapsuladas. La complejidad en el estudio de la respuesta
dina´mica de los materiales t´ıpicos que componen el recubrimiento de los UCA an˜ade una
dificultad extraordinaria al ana´lisis del comportamiento acu´stico de las microburbujas,
introduciendo cierta incertidumbre en los planteamientos debido a que no se conoce
en detalle la f´ısica que modela estas membranas a nivel molecular. Es por eso que el
correcto modelado de la dina´mica de las microburbujas encapsuladas es clave para la
futura caracterizacio´n y uso cl´ınico de los agentes de contraste ultraso´nicos. Bajo las
hipo´tesis que definen al recubrimiento de fosfol´ıpidos como un material viscoela´stico
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[Marmottant (2005)], se pretenden establecer sus propiedades meca´nicas mediante la
medida experimental de la respuesta acu´stica de las microburbujas. As´ı pues, un vez
dominadas las te´cnicas microflu´ıdicas que permiten la generacio´n controlada de burbujas
monodispersas encapsuladas, se disen˜ara´ un montaje experimental con el que seremos
capaces de estimar, de forma indirecta, las propiedades viscoela´sticas de la membrana
lip´ıdica.
Fuerzas primarias y secundarias de Bjerknes. Otro efecto indeseado que surge
cuando la nube se excita acu´sticamente se debe a las fuerzas primarias y secundarias
de Bjerknes [Leighton (1994)]. Cuando un grupo de burbujas oscila bajo la presencia
de un campo acu´stico, las fuerzas de Bjerknes hacen que estas se acerquen o se alejen
dependiendo de sus propiedades, excitacio´n acu´stica y la distancia inicial que las sepa-
ra. En el caso de que las burbujas se atraigan, estas tendera´n a coalescer o, si tienen
recubrimiento como los UCA, a formar agrupaciones (clusters), feno´meno que actual-
mente posee un alto intere´s en investigacio´n ba´sica. Una consecuencia de esto es que,
en aplicaciones donde una nube densa de burbujas es excitada con un ratio elevado de
repeticiones pulsatorias, la agrupacio´n de burbujas prevalecera´ eventualmente incluso si
la poblacio´n de burbujas es monodispersa. En este caso, es necesario incluir estos efectos
en el estudio de las propiedades espectrales de la nube de burbujas, cuya configuracio´n
original se vera´ modificada a medida que estas fuerzas actu´an.
1.4. Metodolog´ıa
El ana´lisis de la propagacio´n de ondas a trave´s de nubes de microburbujas requiere,
en primer lugar, un profundo estudio te´orico que permita comprender tanto la dina´mi-
ca de burbujas excitadas acu´sticamente y los distintos modos de resonancias colectivos
que aparecen, como las fuerzas que surgen a partir del campo acu´stico total creado tras
la interaccio´n ultrasonido-burbujas. Una vez realizado los planteamientos teo´ricos, se
llevara´ a cabo un ana´lisis nume´rico de los feno´menos lineales involucrados, descritos an-
teriormente. Para ello, se ha desarrollado un modelo nume´rico para la nube de burbujas,
actualmente disponible en el Grupo de Investigacio´n Meca´nica de Fluidos de la Uni-
versidad de Sevilla, cuya formulacio´n describe a la nube como una distribucio´n espacial
aleatoria de monopolos acu´sticos independientes [Parrales (2010)]. Sin embargo, como
se ha explicado, el comportamiento real de la nube es complejo debido a la interaccio´n
acu´stica entre las burbujas, por lo que la intensidad de radiacio´n de cada monopolo
depende fuertemente de las dema´s (acoplamiento acu´stico). Una vez implementado este
modelo, seremos capaces de obtener y visualizar la propagacio´n de ondas a trave´s de la
nube de burbujas, as´ı como las propiedades de atenuacio´n y dispersio´n total, para un
amplio rango de frecuencias y densidades. Por u´ltimo, se llevara´ a cabo un estudio de
los modos de resonancia, caracteriza´ndolos segu´n los diferentes modos de oscilaciones
colectivas que se desprenden del problema de autovalores, como segu´n los patrones de
radiacio´n acu´stica asociados. Por otro lado, los resultados de estas simulaciones sera´n
comparados a trave´s del marco de la Teor´ıa del Medio Efectivo [Frisch (1968)] y la
Teor´ıa de Scattering Mu´ltiple formulada por Foldy [Foldy (1945)]. Finalmente, para
caracterizar completamente la propagacio´n acu´stica en el medio de contraste, se anali-
zara´ la dispersio´n de un paquete de ondas incidente sobre una nube de burbujas esfe´rica
[Parrales (2011)].
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Para la validacio´n experimental del co´digo nume´rico desarrollado, un primer paso
es la determinacio´n de las propiedades de las burbujas usando el me´todo experimental
propuesto por Sijl et. al. [Sijl (2008)] Una vez resulta esta tarea, el objetivo es validar el
co´digo nume´rico mediante experimentos. Para ello, se medira´n la sen˜al dispersada por
una nube de burbujas monodispersa variando los diferentes para´metros de control. Una
vez hecho esto, y con el fin de caracterizar las propiedades de las microburbujas que
componen el agente de contraste, se comparara´n las medidas experimentales realizadas
sobre distintas muestras de UCA estabilizados con un recubrimiento lip´ıdico. De esta
manera, se podra´n estimar los para´metros viscoela´sticos de la membrana presentes en la
formulacio´n del co´digo nume´rico realizando un ajuste sobre las curvas experimentales.
Por otro lado, es esencial incluir las fuerzas de Bjerknes en la formulacio´n y en
el co´digo nume´rico, de manera que las burbujas se puedan desplazar de sus posicio-
nes originales. Para ello, se implementara´n algoritmos similares que aquellos usados en
dina´mica molecular [Frenkel (2001)] para tener en cuenta la interaccio´n meca´nica entre
las burbujas. Con el fin de modelar correctamente la respuesta acu´stica de cada burbu-
ja dentro de la nube, se implementara´ el comportamiento real de las interfases de las
burbujas cuando se le an˜ade un recubrimiento de fosfol´ıpidos.
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Cap´ıtulo 2
Dispersio´n acu´stica en medios
lineales no complejos
En este cap´ıtulo se lleva a cabo un estudio de la dispersio´n acu´stica producida por
una inhomogeneidad esfe´rica, la cual es irradiada por un transductor piezoele´ctrico fini-
to. Este ana´lisis se realiza de forma anal´ıtica basa´ndonos en una formulacio´n puramente
ondulatoria y lineal. Mostramos que, cuando las propiedades de la esfera hacen que esta
se comporte como una lente acu´stica convergente (en analog´ıa con el feno´meno o´ptico),
la ganancia en presiones y la posicio´n del foco dependen fuertemente de la relacio´n
entre el taman˜o de la esfera y la anchura de la irradiacio´n. Por otro lado, analizamos
el feno´meno de refraccio´n de haces acu´sticos estrechos a trave´s de la inhomogeneidad
usando un planteamiento bidimensional. Los resultados de la formulacio´n ondulatoria re-
producen las predicciones aproximadas de las te´cnicas de trazado de rayos (ray-tracing)
y confirman la ley de la refraccio´n (ley de Snell) que caracteriza el comportamiento y
trayectoria de haces de rayos y paquetes de ondas acu´sticas.1
2.1. Introduccio´n
El ana´lisis de la dispersio´n acu´stica por inhomogeneidades esfe´ricas es un tema
cla´sico dentro del estudio de la propagacio´n de odnas y feno´menos ondulatorios. En sus
trabajos pioneros sobre propagacio´n del sonido, Lord Rayleigh ya considero´ la dispersio´n
de una onda plana armo´nica por una inhomogeneidad, siendo estos ana´lisis un punto
de partida comu´n para distintos modelos de dispersio´n de ondas [Rayleigh (1945)]. Por
ejemplo, Thomas et al. uso´ esta formulacio´n para analizar la dispersio´n y refraccio´n
acu´stica producida por un globo lleno de CO2, con el objetivo de explicar el efecto de
enfoque de una lente acu´stica esfe´rica [Thomas (2009)]. En el presente cap´ıtulo, exten-
demos este ana´lisis incluyendo el efecto del taman˜o del transductor que irradiara´ sobre
la esfera. Para tal propo´sito, en la Sec. 2.2 desarrollaremos una formulacio´n puramen-
te ondulatoria que prediga la propagacio´n acu´stica, incluyendo en el dominio tanto el
transductor como la inhomogeneidad. Finalmente, controlando el taman˜o del transduc-
tor, su posicio´n relativa y la frecuencia de excitacio´n, seremos capaces de irradiar ondas
1Basado en el art´ıculo original: Miguel A. Parrales, Miguel Pe´rez-Saborid, Juan M. Ferna´ndez,
“Acoustic scattering from a spherical lens irradiated by a finite transducer: Focusing effect and re-
fraction” Am. J. Phys., vol. 79, 4, 401-408 (2011)
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sobre la esfera de mu´ltiples formas con el fin de caracterizar sus propiedades como lente
convergente.
En la Sec. 2.3 mostramos el efecto de enfoque de una lente acu´stica disminuye nota-
blemente a medida que incrementa la relacio´n entre el taman˜o de la esfera y la anchura
de la irradiacio´n, la cual incide de forma axisime´trica. En la Sec. 2.4 adaptamos la
formulacio´n tridimensional planteada en la Sec. 2.2 para tratar el caso de la disper-
sio´n bidimensional, de manera que podamos entender el comportamiento de las ondas
irradiadas cuando el transductor no esta´ alineado con la esfera. Consideramos una con-
figuracio´n bidimensional por simplicidad, por lo que nuestras conclusiones solamente
son extrapolables de forma cualitativa al caso tridimensional. En este caso, usamos un
transductor ma´s pequen˜o que la esfera para generar un haz armo´nico y un paquete de
ondas estrechos. El resultado ilustra fielmente la ley de la refraccio´n, la cual predice el
comportamiento y trayectoria de haces de rayos y paquetes de ondas acu´sticas.
2.2. Formulacio´n
Consideremos una inhomogeneidad fluida de forma esfe´rica (medio 2 en la Fig. 2.1)
con radio a, cuyo centro esta´ localizado con el origen de coordenas global (O, x, y, z), la
cual esta´ rodeada de un medio fluido infinito (medio 1). En este medio fluido, disponemos
el trasductor circular (pisto´n plano) representado en la Fig. 2.1 por la superficie ΣT de
radio aT . El transductor, el cual esta´ orientado hacia la esfera, tiene su centro en la
posicio´n r0 = [x0, y0, z0], definida como el origen de coordenadas local (OT , xT , yT , zT ).
Por tanto, el dominio de intere´s del problema sera´ el semiespacio zT > 0. Si la densidad
y la velocidad de propagacio´n del sonido correspondientes al medio 1 (ρ1 y c1) difieren de
las del medio 2 (ρ2 y c2), la esfera modificara´ la propagacio´n de las ondas irradiadas sobre
ella, pI , dando lugar a una onda dispersada ps, la cual se propaga en el medio 1 hacia el
infinito, y a una onda transmitida pt, que se propaga por el interior de la esfera. El campo
de presiones acu´sticas total, p(r, t), esta´ dado entonces por p(r, t) = pI(r, t) + ps(r, t)
para r ≥ a, y p(r, t) = pt(r, t) para r ≤ a.
Dada la evolucio´n temporal de la aceleracio´n vertical de vibracio´n de la superficie
del transductor, u˙T (t), el campo de presiones irradiado, o incidente, en las coordenadas
locales viene dado por la integral de Rayleigh [Blackstock (2000)]
pI(rT , t) = ρ1
∫
ΣT
u˙T (t− |rT − r′T |/c1)
2π|rT − r′T |
dσ′T , (2.1)
donde r′T es el vector de posicio´n de un punto sobre la superficie del transductor, y
dσ′T = r
′
Tdr
′
Tdφ
′
T es un elemento de superficie. No´tese que solamente consideraremos
aceleraciones de la forma u˙T (t) = uωoχ(t) exp(−iω0t), donde u es la velocidad carac-
ter´ıstica, χ(t) es la amplitud modulada, y ω0 es la frecuencia principal de las vibraciones.
As´ı pues, una vez evaluada la transformada de Fourier de la expresio´n (2.1), la onda
incidente en el dominio de la frecuencia queda
pˆI(rT , ω) = ρ1uω0χˆ(ω − ω0)
∫
ΣT
eik1|rT−r′T |
2π|rT − r′T |
dσ′T , (2.2)
donde k1 = ω/c1 es el nu´mero de onda en el medio 1, y χˆ es la transformada de
χ. A continuacio´n, asumiremos que la esfera se encuentra posicionada en la zona de
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Figura 2.1: Descripcio´n geome´trica del problema. La inhomogeneidad esfe´rica esta´ situada en
frente del transductor. Los or´ıgenes de coordenadas global y local esta´n situados en el centro de
la esfera y del transductor respectivamente. Los dos sistemas de coordenadas esta´n relacionados
por rT = r− r0.
Fraunhofer correspondiente al transductor (campo lejano o far-field). Esta asuncio´n
formalmente requiere que |r0| ≥ Rd, donde Rd = k1a2T /2 es la distancia de Rayleigh
[Blackstock (2000)], por lo que para satisfacer esta condicio´n fijaremos un valor de
|r0| = Rd+2a. Consecuentemente, la expresio´n (2.2) en los alrededores de la esfera puede
ser aproximada usando la expansio´n del campo lejano |rT − r′T | ≈ rT−r′T sin θT cos(φT−
φ′T ). Una vez evaluada la integral de superficie bajo esta aproximacio´n, la onda incidente
presenta la forma pˆI = ρ1uω0χˆ(ω − ω0)a2TΨ, donde la funcio´n Ψ esta´ definida como el
producto Ψ(rT , θT ) = Π(rT ) ·∆(θT ), siendo
Π(rT ) =
eik1rT
rT
y ∆(θT ) =
J1(k1aT sin θT )
k1aT sin θT
(2.3)
las funciones de propagacio´n y direccionalidad de la onda irradiada, respectivamente,
con J1 la funcio´n de Bessel de primer orden. Por tanto, la expresio´n completa para la
onda irradiada sobre la esfera sera´
pˆI(rT , ω) = ρ1uω0a
2
T χˆ(ω − ω0)
eik1rT
rT
J1(k1aT sin θT )
k1aT sin θT
. (2.4)
Para desarrollar el ana´lisis de las ondas dispersadas y transmitidas, es conveniente
expandir la onda incidente pˆI sobre la superficie de la esfera, r = a. Esta expansio´n
debe ser expresada segu´n el sistema de coordenadas globales en te´rminos de armo´nicos
esfe´ricos2 Ynm y funciones esfe´ricas de Bessel jn,
pˆI |r=a =
∞∑
n=0
n∑
m=−n
Inm(ω)jn(k1a)Ynm(θ, φ), (2.5)
2Los armo´nicos esfe´ricos se escriben
Ynm(θ, φ) =
√
2n+1
4pi
(n−m)!
(n+m)!
Pnm(cos θ)e
imφ,
siendo Pnm los polinomios de Legendre asociados [Williams (1999)]. Para m = 0 (caso axisime´trico) se
tiene que Yn0(θ) =
√
(2n+ 1)/4piPn(cos θ), con Pn = Pn0 el polinomio de Legendre de orden n.
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El ca´lculo de los coeficientes Inm de la expansio´n se hara´ substituyendo la expresio´n (2.4)
evaluada en la superficie de la esfera en la parte izquierda de (2.5). Teniendo en cuenta
la ortogonalidad de los armo´nicos esfe´ricos, se obtiene finalmente
Inm = ρ1uω0a
2
T χˆ(ω − ω0)
Υnm(ω)
jn(k1a)
, (2.6)
donde la funcio´n Υnm se define como Υnm(ω) =
∫
ΩΨ|r=aY ∗nm(θ, φ)dΩ, siendo dΩ =
sin θdθdφ un elemento de a´ngulo so´lido. Esta integral, en general, se debe resolver
nume´ricamente para cada valor de los ı´ndices n y m usando, por ejemplo, cuadraturas
gaussianas dentro del entorno de programacio´n de Matlab (The MathWorks, Inc.).
Como se comento´ anteriormente, cuando la onda incidente entra en contacto con la
inhomogeneidad se genera tanto una onda dispersada ps(r, t), que se propagara´ por el
medio 1, como una onda transmitida pt(r, t), la cual se propaga por el interior de la
esfera (medio 2). Esta ondas aparecen debido a que la onda incidente no puede cumplir
por s´ı sola las condiciones de contorno en r = a. Por lo tanto, el ca´lculo de la estructura
de estas ondas sera´ el objeto de nuestro ana´lisis. La transformadas de Fourier de la onda
dispersada pˆs(r, ω) y la transmitida pˆt(r, ω) deben satisfacer la ecuacio´n de Helmhotz
en sus respectivos dominios, as´ı pues
∇2pˆs(r, ω) + k21 pˆs(r, ω) = 0 para |r| ≥ a, (2.7)
∇2pˆt(r, ω) + k22 pˆt(r, ω) = 0 para |r| ≤ a, (2.8)
donde k2 = ω/c2 es el nu´mero de onda asociado al medio 2. Las ecuaciones (2.7) y (2.8)
deben ser resueltas sujetas a las siguientes condiciones de contorno:
(a) Para |r| → ∞, la onda dispersada debe satisfacer la condicio´n de radiacio´n de
Sommerfeld [Williams (1999)].
(b) Para |r| → 0, la onda transmitida debe ser regular y estar acotada.
(c) La presio´n total y la componente normal de la velocidad deben ser continuas
a trave´s del contorno de la esfera r = a, es decir
pˆI |r=a + pˆs|r=a = pˆt|r=a, (2.9)
1
ρ1
∂pˆI
∂r
|r=a + 1
ρ1
∂pˆs
∂r
|r=a = 1
ρ2
∂pˆt
∂r
|r=a. (2.10)
En el sistema global de coordenadas esfe´ricas, las soluciones generales de las ecua-
ciones (2.7) y (2.8) que satisfacen las condiciones (a) y (b) pueden ser expresadas en
te´rminos de armo´nicos esfe´ricos Ynm, y funciones esfe´ricas de Hankel h
(1)
n y de Bessel
jn, de manera que
pˆs(r, ω) =
∞∑
n=0
n∑
m=−n
Snm(ω)h
(1)
n (k1r)Ynm(θ, φ), (2.11)
pˆt(r, ω) =
∞∑
n=0
n∑
m=−n
Tnm(ω)jn(k2r)Ynm(θ, φ). (2.12)
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Los coeficientes Snm y Tnm de ambas soluciones se pueden expresar en funcio´n del ya
conocido Inm correspondiente a la onda incidente. As´ı pues, introduciendo las expre-
siones (2.5), (2.11) y (2.12) en las condiciones de contorno (2.9) y (2.10), llegamos al
siguiente sistema lineal de ecuaciones[
h
(1)
n (k1a) −jn(k2a)
h
(1)′
n (k1a) −ξj′n(k2a)
] [
Snm
Tnm
]
= −Inm
[
jn(k1a)
j′n(k1a)
]
, (2.13)
donde ξ = ρ1c1/ρ2c2 se ha definido como la relacio´n de impedancias acu´sticas entre
el medio 1 y el medio 2. Por tanto, la solucio´n del sistema (2.13) sera´ simplemente
[Snm, Tnm] = Inm[f
s
n, f
t
n], donde las funciones f
s
n y f
t
n resultantes de la inversio´n matri-
cial esta´n dadas por
fsn(ω) =
jn(k2a)j
′
n(k1a)− ξjn(k1a)j′n(k2a)
ξh
(1)
n (k1a)j′n(k2a)− jn(k2a)h(1)′n (k1a)
, (2.14)
f tn(ω) =
h
(1)
n (k1a)j
′
n(k1a)− jn(k1a)h(1)′n (k1a)
ξh
(1)
n (k1a)j′n(k2a)− jn(k2a)h(1)′n (k1a)
. (2.15)
Una vez conocidos los coeficientes de las expansiones para la presio´n de la onda dispersa-
da y transmitida, usaremos la transformada inversa de Fourier para obtener finalmente
la solucio´n para la presio´n total en el dominio del tiempo.
2.3. Efecto de enfoque
En esta seccio´n, aplicaremos la formulacio´n planteada anteriormente para extender
el ana´lisis realizado por Thomas et al. Incluiremos el efecto del taman˜o del transductor
para observar el comportamiento de las ondas armo´nicas irradiadas sobre la superficie
de una lente acu´stica de forma esfe´rica. Para generar ondas armo´nicas, el transductor
tiene que vibrar con una amplitud constante χ = 1, con lo que se tiene χˆ = 2πδ(ω),
siendo δ la funcio´n delta de Dirac. Consideraremos que el centro del transductor esta´ en
la posicio´n r0 = [0, 0, z0], alineado con la esfera, con lo que el campo acu´stico total
sera´ axilsime´trico, es decir, independiente del a´ngulo acimutal φ. Por lo tanto, solo los
te´rminos correspondientes a m = 0 estara´n presentes en la expresiones (2.11) y (2.12).
Es conveniente, por otro lado, caracterizar la irradiacio´n sobre la esfera utilizando
el para´metro geome´trico γ, definido como
γ =
sin θi
sin θ0
= β
(
1
2
k1aT
k1a
+
2
k1aT
)
, (2.16)
donde θ0 = arcsin (a/|z0|) es el a´ngulo subtendido por el contorno de esfera desde el
centro del transductor OT , y θi = arcsin (β/k1aT ) es la apertura angular de la onda
incidente, siendo β ≈ 3.832 la primera ra´ız de J1.
Las caracter´ısticas geome´tricas de la radiacio´n acu´stica sobre la esfera esta´n repre-
sentadas en la Fig. 2.2. Por un lado, vemos en la Fig. 2.2(a) que, para cada valor de
k1a, el para´metro γ presenta un mı´nimo dado por γmı´n = 2β/
√
k1a para k1aT = 2
√
k1a.
Este valor mı´nimo se corresponde con el taman˜o ma´s pequen˜o posible de la zona de
irradiacio´n sobre la esfera en estas condiciones. No´tese en la Fig. 2.2(b) y Fig. 2.2(c)
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Figura 2.2: Descripcio´n de la irradiacio´n sobre la esfera. (a) Diagrama de fases para las
distintas configuraciones de irradiacio´n. Los puntos de funcionamiento de intere´s deben situarse
a la derecha de la curva γmı´n. (b) Irradiacio´n localizada: cuando γ < 1, el haz incidente resulta
ma´s estrecho que el taman˜o de la esfera. Esto solamente es posible para k1a > 4β
2 ≈ 58.737.
(c) Irradiacio´n no localizada: si γ > 1, el haz incidente es ma´s ancho que el taman˜o de la esfera.
co´mo el valor de γ determina el taman˜o de esa zona a trave´s de las propiedades direccio-
nales del haz irradiado. Como se muestra en la Fig. 2.2(a), para cada curva k1a, hay dos
posibles valores de k1aT que dan lugar al mismo valor de γ. Debido a que la apertura
angular del haz θi aumenta para valores decrecientes de k1aT , la direccionalidad en la
propagacio´n es ma´s alta para la solucio´n de mayor valor. Dado a que estamos principal-
mente interesados en el comportamiento de haces estrechos, con una apertura angular
relativamente baja, limitaremos este estudio a los casos que satisfacen k1aT > 2
√
k1a.
En nuestros ca´lculos hemos empleado los mismos fluidos que en Thomas et al., es
decir: aire (ρ1 = 1.24 kg/m
3, c1 = 343m/s) para el medio 1, y dio´xido de carbono (ρ2 =
1.98 kg/m3, c2 = 258m/s) para el medio 2. En este caso, la esfera se comportara´ como
una lente convergente [Thomas (2009)]. La propagacio´n de la onda incidente a lo largo
del eje z se obtiene transformando (2.4) al dominio del tiempo,
pI(z, t) =
1
2
ρ1uω0a
2
T
eik1|z−z0|
|z − z0| e
−iω0t. (2.17)
Por otra parte, la propagacio´n de la onda dispersada en z se calcula trasformando (2.11)
al dominio temporal usando las expresiones halladas para Snm y para Inm,
ps(z, t) = ρ1uω0a
2
T
∞∑
n=0
√
2n+1
4pi
Υn0(ω0)
jn(k1a)
fsn(ω0)h
(1)
n (k1z)e
−iω0t. (2.18)
Los resultados para la ganacia de presiones |p/pI | = |pI +ps|/|pI | detra´s de la esfera
en funcio´n de la distancia adimensional k1z esta´n representados en la Fig. 2.3. Estos
resultados han sido obtenidos fijando el valor de k1a, y variando el para´metro γ. Para
cada valor de γ se observa que existe un pico ma´ximo dominante el cual define la po-
sicio´n del foco de la lente, q, respecto de su centro geome´trico. Esta posicio´n esta´ pues
centrada en una regio´n focal, definida por la anchura caracter´ıstica del pico dominante.
Como comprobamos, para grandes valores de γ se recuperan los resultados correspon-
dientes a la formulacio´n de onda plana incidente, la cual da la ma´xima ganancia focal
[Thomas (2009)]. En este caso, la regio´n focal esta´ bien definida, y se observa co´mo la
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posicio´n del foco q coincide con las predicciones que nos devuelve la aproximacio´n de
ray-tracing, q/a ≈ 1.87, reportada por Thomas et al. (ver Fig. 2.4). El acuerdo existente
entre esta aproximacio´n y nuestros resultados (q/a ≈ 1.68 para k1a = 180 y q/a ≈ 1.73
para k1a = 270) confirma la exactitud del me´todo de ray-tracing para grandes valores
de k1a (l´ımite de acu´stica geome´trica). La Fig. 2.3 muestra que el efecto de enfoque
depende fuertemente de la localizacio´n de la irradiacio´n sobre la superficie de la esfera.
Como vemos, a medida que el valor del para´metro geome´trico γ desciende, la ganacia
focal disminuye, mientras que la regio´n focal se ensancha y la posicio´n del foco se aleja
de la superficie de la lente. Esta nueva posicio´n se acerca al valor q/a = 2.02 dado
por la aproximacio´n paraxial [Thomas (2009)] (ver Fig. 2.4). Cuando el valor de γ se
aproxima a γmı´n, las oscilaciones de la ganancia se aplanan, con lo que es imposible
determinar ningu´n pico ma´ximo dominante. En este caso decimos que la posicio´n del
foco esta´ distribuida a lo largo del eje de propagacio´n.
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Figura 2.3: Efecto de enfoque en el eje de propagacio´n. (a) k1a = 180: la posicio´n del foco
var´ıa de q/a = 1.68 a q/a = 2.08. (b) k1a = 270: la posicio´n del foco var´ıa de q/a = 1.73 a
q/a = 2.12.
Para estos valores de γ tan pequen˜os, la superficie irradiada de la esfera esta´ confi-
nada a una regio´n muy estrecha. En consecuencia, dado que los a´ngulos de refraccio´n
son pequen˜os, los rayos interfieren de forma constructiva relativamente lejos de la lente.
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Figura 2.4: Evolucio´n de la posicio´n focal. Para irradiaciones con γ ≫ 1, la posicio´n del
foco esta´ bien definida, aproxima´ndose su valor a la prediccio´n del me´todo de ray-tracing. Por
contra, cuando γ < 1, la regio´n focal se ensancha a medida que el foco se situ´a segu´n la posicio´n
predicha por la aproximacio´n paraxial.
En contraste, para grandes valores de γ, el haz es tan ancho que la irradiacio´n cubre
completamente el a´rea frontal de la esfera. En este caso, los a´ngulos de refraccio´n son
ma´s grandes con lo que se producira´n interferencias constructivas en una regio´n ma´s
pro´xima a la lente, acerca´ndose finalmente el punto focal.
2.4. Ley de refraccio´n
A continuacio´n adaptaremos la formulacio´n de la Sec. 2.2 a una configuracio´n bi-
dimensional con el fin de obtener informacio´n sobre el comportamiento de las ondas
irradiadas cuando el transductor no esta´ alineado con el eje z (no axilsime´trico). Consi-
deraremos ahora una inhomogeneidad con forma cil´ındrica, de radio a, e infinitamente
larga en la direccio´n y. Este cilindro estara´ irradiada por una transductor con forma de
banda plana, de ancho 2aT , y de extensio´n infinita a lo largo del eje y. Si R y Θ denotan
las coordenadas polares en un plano perpendicular al eje del cilindro, podemos reescribir
la formulacio´n 3D para adaptarla a la nueva configuracio´n geome´trica [Pierce (1991)].
De esta manera, en analog´ıa con la expresio´n (2.4), la presio´n de la nueva onda irradiada
por el transductor tiene la siguiente estructura en el dominio de la frecuencia,
pˆI(rT , ω) = ρ1uω0aT χˆ(ω − ω0) e
ik1RT
√
k1RT
sin(k1aT sinΘT )
k1aT sinΘT
. (2.19)
No´tese la nueva estructura de la funcio´n Ψ(RT ,ΘT ). Bajo esta configuracio´n cil´ındrica,
la expansio´n de la onda incidente sobre la superficie del cilindro, R = a, resulta
pˆI |R=a =
∞∑
n=−∞
In(ω)Jn(k1a)e
inΘ. (2.20)
2.4. LEY DE REFRACCIO´N 19
Operando igual que en la Sec. 2.2, y usando las propiedades de ortogonalidad de las
exponenciales complejas, el coeficiente In sera´
In = ρ1uω0aT χˆ(ω − ω0) Υn(ω)
Jn(k1a)
, (2.21)
siendo en este caso Υn(ω) =
1
2pi
∫ pi
−pi Ψ|R=a exp(−inΘ)dΘ. Por otra parte, las ondas
dispersada y transmitida que cumplen la ecuacio´n de Helmhotz, segu´n las condiciones
(a) y (b), en la nueva configuracio´n se expresan
pˆs(r, ω) =
∞∑
n=−∞
Sn(ω)H
(1)
n (k1R)e
inΘ, (2.22)
pˆt(r, ω) =
∞∑
n=−∞
Tn(ω)Jn(k2R)e
inΘ, (2.23)
donde H
(1)
n y Jn son las funciones de Hankel y Bessel de orden n respectivamente.
As´ı pues, evaluando la condicio´n de contorno (c), se obtienen finalmente los coeficientes
Sn y Tn, los cuales tendra´n expresiones ana´logas al resultado del caso 3D.
En esta seccio´n usaremos, igual que antes, aire para el medio 1, y CO2 para el medio
2. Analizaremos la irradiacio´n obl´ıcua para dos casos distintos. El primero corresponde
a una haz armo´nico muy estrecho, cuya longitud de onda es mucho ma´s pequen˜a que
el taman˜o de la lente (Sec. 2.4.1). Para el segundo caso, presentaremos la evolucio´n
espacio-temporal de un paquete de ondas estrecho y de alta frecuencia generado por el
transductor (Sec. 2.4.2).
2.4.1. Haz armo´nico incidente
Si consideramos que el transductor vibra de forma armo´nica, la transformacio´n de
la expresio´n de la onda incidente (2.19) en el dominio del tiempo resulta simplemente
pI(x, z, t) = ρ1uω0aT
eik1RT√
k1RT
sin(k1aT sinΘT )
k1aT sinΘT
e−iω0t, (2.24)
donde RT =
√
(z − z0)2 + (x− x0)2 y ΘT = arctan [(x− x0)/(z − z0)]. Por otro lado,
el ca´lculo de las ondas dispersada y transmitida se debera´ adaptar a la configuracio´n
bidimensional [Pierce (1991)] segu´n las expresiones (2.22) y (2.23). En el dominio del
tiempo, estas ondas se escriben, respectivamente,
ps(x, z, t) = ρ1uω0aT
∞∑
n=−∞
Υn(ω0)
Jn(k1a)
fsn(ω0)H
(1)
n (k1R)e
inΘe−iω0t, (2.25)
pt(x, z, t) = ρ1uω0aT
∞∑
n=−∞
Υn(ω0)
Jn(k1a)
f tn(ω0)Jn(k2R)e
inΘe−iω0t, (2.26)
donde R =
√
z2 + x2 y Θ = arctan(x/z).
Los resultados, una vez evaluadas estas expresiones, se muestran en la Fig. 2.5, donde
se ha representado la amplitud de la intensidad acu´stica de la onda total en un plano
perpendicular a la lente. La amplitud de la onda total esta´ dada por |p| = |pI +ps| para
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R > a, y |p| = |pt| para R < a. Se observa que los a´ngulos de refraccio´n predichos por
la ley de refraccio´n (ley de Snell), dada por c2 sin θ1 = c2 sin θ2, concuerdan de forma
muy precisa con aquellos obtenidos mediante la formulacio´n ondulatoria aqu´ı expuesta.
Por otro lado se muestra la aparicio´n de zonas de gran amplitud acu´stica cerca de la
regio´n focal, justo detra´s de la lente. En la aproximacio´n de acu´stica geome´trica, estas
zonas se conocen como ca´usticas, y se definen como la envolvente del sistema de rayos
que componen el haz. Sin embargo, bajo esta aproximacio´n, la amplitud de las ca´usticas
tienden a un valor infinito. Como vemos, esta singularidad puede ser eliminada si se usa
una formulacio´n ondulatoria completa para predecir la propagacio´n acu´stica en estas
zonas.
q1 = 30º
q2 = 22º q2
q1
Figura 2.5: Comportamiento del haz armo´nico a trave´s de la lente (k1a = 180 y γ = γmı´n).
Debido al feno´meno de refraccio´n, el haz incidente se curva tanto al entrar en contacto con el
cilindro, como a la salida de este. Los a´ngulos de refraccio´n representados son los predichos por
la ley de Snell, c2 sin θ1 = c2 sin θ2, siendo θ1 = 30
o en a´ngulo de incidencia. No´tese la formacio´n
de la ca´ustica detras de la lente.
2.4.2. Paquete de ondas incidente
En este caso, para que el transductor genera un paquete de ondas incidente, debe
vibrar de manera adecuada para producir un pulso modulado en el tiempo. As´ı pues,
asumiremos que la amplitud de vibracio´n del transductor sigue una evolucio´n gaussiana
χ(t) = exp[−(t − tc)2/µ2], donde µ es el anchura caracter´ıstica del pulso y tc es un
instante de referencia en el cual se alcanza la amplitud ma´xima. Como sabemos, esta
amplitud en el dominio de la frecuencia sera´ χˆ(ω) =
√
πµ exp[−(µω/2)2] exp(iωtc). La
onda incidente obtenida tras transformar la expresio´n (2.19) al dominio temporal se
escribe
pI(x,z, t) =
1
2
√
pi
ρ1uω0aTµe
−iω0tc×
×
∫ ∞
−∞
e−[µ(ω−ω0)/2]
2 eik1RT√
k1RT
sin (k1aT sinΘT )
k1aT sinΘT
e−iω(t−tc)dω.
(2.27)
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Figura 2.6: Trayectoria del paquete de ondas a trave´s de la lente (k1a = 180 and γ = γmı´n). (a)
ω0t = 576: la onda incide sobre el cilindro y comienza a desviarse de su trazado. (b) ω0t = 756:
la onda se propaga a trave´s de la lente con una menor velocidad, siguiendo la direccio´n marcada
por la ley de refraccio´n. (c) ω0t = 1008: una vez alcanza la parte trasera del cilindro, el paquete
de ondas vuelve a cambiar de direccio´n de propagacio´n, y su amplitud comienza a aumentar
debido a la cercan´ıa del punto focal. (d) ω0t = 1152: la onda sigue su nueva trayectoria, formando
una ca´ustica de gran amplitud al pasar a trave´s de la regio´n focal.
No´tese que esta expresio´n es algo ma´s compleja que en el caso de irradiacio´n armo´ni-
ca debido a la dependencia temporal de la vibracio´n del transductor. La integral infinita
que aparece en la expresio´n (2.27) representa la transformada inversa de Fourier, la cual
puede ser calculada nume´ricamente a trave´s de algoritmos de FFT (transformada ra´pi-
da de Fourier). Como se hizo anteriormente, para el ca´lculo de las ondas dispersada y
transmitida se transformara´n las expresiones correspondientes a la nueva configuracio´n
al dominio del tiempo, resultando
ps(x, z, t) =
1
2
√
pi
ρ1uω0aTµe
−iω0tc×
×
∞∑
n=−∞
∫ ∞
−∞
e−[µ(ω−ω0)/2]
2 Υn(ω)
Jn(k1a)
fsn(ω)H
(1)
n (k1R)e
inΘe−iω(t−tc)dω,
(2.28)
pt(x, z, t) =
1
2
√
pi
ρ1uω0aTµe
−iω0tc×
×
∞∑
n=−∞
∫ ∞
−∞
e−[µ(ω−ω0)/2]
2 Υn(ω)
Jn(k1a)
f tn(ω)Jn(k2R)e
inΘe−iω(t−tc)dω.
(2.29)
respectivamente.
Los resultados, una vez evaluadas estas expresiones, se muestran en la Fig. 2.6, donde
se ha representado la amplitud de la intensidad acu´stica de la onda total en un plano
perpendicular a la lente. La amplitud de la onda total esta´ dada por |p| = |pI +ps| para
R > a, y |p| = |pt| para R < a. La Fig. 2.6 muestra distintos instantes de la evolucio´n
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espacio-temporal del paquete de ondas para 4 valores del tiempo adimensional ω0t. Se
observa que la vibracio´n pulsatoria inducida en el transductor, con una alta frecuencia
principal ω0, crea un paquete de ondas que se propaga por el medio 1 hasta incidir,
de forma obl´ıcua, sobre el cilindro. Vemos que este paquete modifica su direccio´n de
propagacio´n y se refracta a trave´s de la lente, lo que esta´ acorde con lo predicho por
la ley de refraccio´n aplicada a la acu´stica geome´trica. En particular, vemos co´mo la
trayectoria del paquete de ondas coincide con el trazado que marca el haz armo´nico
asociado, de frecuencia ω0, representado en la Fig. 2.5. Esto sucede debido a que el
medio 2, es decir, el fluido interior de la lente, es un medio no dispersivo, mantenie´ndose
por tanto los a´ngulos de refraccio´n.
2.5. Conclusiones
En este cap´ıtulo hemos realizado una formulacio´n ondulatoria general para estudiar
la dispersio´n acu´stica por inhomogeneidades esfe´ricas, las cuales esta´n siendo irradiadas
por un transductor finito. Este tratamiento posee un gran potencial a la hora de simular
distintos feno´menos ondulatorios en escenarios reales y experimentales. Para mostrar la
potencia de esta formulacio´n, hemos extendido el ana´lisis de Thomas et al. con el fin
de estudiar el efecto de enfoque de una lente acu´stica esfe´rica [Thomas (2009)]. Nuestro
ana´lisis demuestra que este efecto disminuye a medida que el haz de irradiacio´n sobre
la esfera es ma´s estrecho.
Por otro lado, hemos analizado tambie´n el feno´meno de refraccio´n tanto de un haz
armo´nico estrecho como de un paquete de ondas cuando la irradiacio´n sobre la esfera
es obl´ıcua. Como se esperaba, la ley de refraccio´n para haces estrechos se recupera de
forma natural, as´ı como la transicio´n teo´rica de la acu´stica ondulatoria a la acu´stica
geome´trica, lo cual se comprueba en la prediccio´n de la propagacio´n en la zona de
formacio´n de ca´usticas.
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Cap´ıtulo 3
Ana´lisis de la dina´mica de
microburbujas
Las ecuaciones que gobiernan las oscilaciones radiales de una burbuja aislada, pro-
vocadas por una excitacio´n acu´stica externa, han sido revisadas y formuladas. Para ello,
se ha llevado a cabo un riguroso ana´lisis del movimiento de la fase l´ıquida externa y de
la fase gaseosa interior respectivamente, con el fin de establecer dichas ecuaciones en su
versio´n ma´s completa. Posteriormente, se ha analizado la dina´mica lineal de microbur-
bujas, revisando los conceptos de frecuencia natural y amortiguamiento, y discutiendo
su rango parame´trico de validez. Finalmente, las propiedades acu´sticas de las burbujas
han sido plasmadas a trave´s de la definicio´n de la seccio´n eficaz de dispersio´n, absorcio´n
y extincio´n. Los resultados de los anteriores ana´lisis nos llevan a identificar las mu´ltiples
ventajas de estas microburbujas para su uso como agentes de contraste ultraso´nicos.
3.1. Introduccio´n
Los estudios de la dina´mica de pequen˜as burbujas inmersas en un fluido se ini-
cian a principios del siglo XX con los trabajos de Lord Rayleigh, cuya finalidad era
analizar los mecanismos que provocaban el colapso inercial de una cavidad esfe´rica
[Rayleigh (1917)]. Uno de los primeros objetivos de la formulacio´n de estos modelos
dina´micos fue comprender y controlar los feno´menos de cavitacio´n, presentes en multi-
tud de procesos industriales y aplicaciones tecnolo´gicias [Plesset (1949), Flynn (1975),
Lauterborn (1976), Blake (1987)]. Los trabajos que se desarrollaron a partir de entonces
se centraron en establecer nuevos modelos y correcciones que recogiesen, de la forma ma´s
precisa posible, el cara´cter no lineal de las oscilaciones de las burbujas [Trilling (1952),
Neppiras (1980), Keller (1980), Feng (1997)]. Tanto los estudios detallados del com-
portamiento termodina´mico de la fase gaseosa [Chapman (1972), Prosperetti (1977)],
como la identificacio´n de los mecanismos de disipacio´n y reradiacio´n de las burbujas
[Devin (1959), Eller (1970), Crum (1983)], fueron de gran importancia para el desarro-
llo de este campo de la f´ısica. Todos estos avances en los modelos de la dina´mica de
burbujas permitieron un profundo ana´lisis, en la u´ltima de´cada del siglo pasado, de
los feno´menos de sonoluminiscencia. Estos feno´menos constituyen un caso particular
asociado a la dina´mica burbujas de cavitacio´n, las cuales llegan a generar pulsos de
luz debido a las altas presiones y temperaturas alcanzadas en el instante de colapso
[Gaitan (1992), Putterman (1994), Lohse (2001), Brenner (2002)].
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Por otro lado, las propiedades ecoge´nicas de las burbujas se conoc´ıan desde fi-
nales del primer tercio del siglo XX gracias a los trabajos de Minnaert, el cual ca-
racterizo´ una frecuencia de resonancia asociada a las oscilaciones radiales de estas
[Minnaert (1933)]. Esto establece que las burbujas responden de forma resonante ante
excitaciones acu´sticas de determinadas frecuencias. Debido a su alta compresibilidad,
las burbujas son capaces de dispersar una gran cantidad de energ´ıa sonora de forma
muy eficiente. Por tanto, en las u´ltimas de´cadas, se han venido desarrollando multitud
de estudios con el objetivo de caracterizar las propiedades acu´sticas de las microbubu-
jas para su uso como agentes de contraste ultraso´nicos en distintas aplicaciones cl´ınicas
[Gremiak (1968), Leighton (1994), Hilgenfeldt (1998), de Jong (2002), Stride (2003)].
3.2. Dina´mica de burbujas
Conside´rese una burbuja de gas esfe´rica, con un radio de equilibrio Ro. Asumire-
mos que la burbuja se encuentra inmersa en un medio l´ıquido infinito a una presio´n
hidrosta´tica p∞, cuya densidad de equilibrio es ρ∞. Entonces, cualquier perturbacio´n
acu´stica de longitud de onda λ ≫ Ro hara´ que la burbuja oscile de forma radial de-
bido al desequilibrio de presiones a ambos lados de su contorno [Leighton (1994)]. La
dina´mica del movimiento radial del contorno de la burbuja sera´ el objeto de nuestro
ana´lisis.
3.2.1. Problema exterior: movimiento de la fase l´ıquida
El movimiento del l´ıquido, de densidad ρ y viscosidad µL, que rodea a la burbuja
durante sus oscilaciones estara´ gobernado por la ecuacio´n de continuidad y la ecuacio´n
de conservacio´n de la cantidad de movimiento, es decir
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0, (3.1)
∂v
∂t
+ v · ∇v + 1
ρ
∇p = 1
ρ
∇ · τ¯L, (3.2)
donde p representa la presio´n del fluido y τ¯L es el tensor de esfuerzos viscosos. Con-
siderando un movimiento puramente radial con simetr´ıa esfe´rica, la velocidad a una
distancia r del centro de la burbuja sera´ v = u(r)ur, siendo u la velocidad radial. Co-
mo ∇× v = 0, y dado que el medio es pra´cticamente incompresible, podremos anular
los te´rminos asociados a los esfuerzos viscosos en primera aproximacio´n. No obstante,
los efectos de compresibilidad juegan un papel fundamental a la hora de caracterizar
las ondas radiadas por las burbujas. En este caso, los esfuerzos viscosos no sera´n nu-
los, pero s´ı despreciables frente a los te´rminos de inercia. Efectivamente, tenemos que
∇ · τ¯L/ρ(∂u/∂t) ∼ µLωo/ρ∞c2∞ ≪ 1, siendo c∞ la velocidad del sonido del l´ıquido en
equilibrio y ωo la frecuencia caracter´ıstica de las oscilaciones de la burbuja. As´ı pues,
asumiendo que el movimiento del l´ıquido es isentro´pico, podemos escribir la ecuacio´n de
estado para la presio´n como dp = c2dρ, siendo c la velocidad del sonido local. Adema´s,
si el l´ıquido es ideal, la variacio´n de su entalp´ıa sera´ dh = dp/ρ, con lo que h =
∫ p
p∞
dp/ρ
tomando como referencia h∞ = 0. Debido a que el campo de velocidades es irrotacional,
se puede definir el potencial ψ como v = ∇ψ. Por tanto, las ecuaciones (3.1) y (3.2)
toman la forma
∇2ψ + 1
c2
[
∂h
∂t
+
(
∂ψ
∂r
)
∂h
∂r
]
= 0, (3.3)
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∂ψ
∂t
+
1
2
(
∂ψ
∂r
)2
+ h = 0, (3.4)
donde se ha escrito u = ∂ψ/∂r. No´tese que la ecuacio´n de cantidad de movimiento (3.2)
se ha integrado en r teniendo en cuenta que, lejos de la burbuja, se cumple (∂ψ/∂t)∞ =
u2∞ = h∞ = 0. Este sistema debe resolverse junto a unas condiciones en el contorno de
la burbuja, r = R. As´ı pues, la condicio´n cinema´tica sera´ u = R˙, y la condicio´n dina´mica
h = hL, la cual se podra´ relacionar con el comportamiento del gas en el interior de la
burbuja mediante una condicio´n de salto.
A continuacio´n, adimensionalizaremos el sistema de ecuaciones y condiciones de
contorno anteriores con el fin de encontrar una solucio´n aproximada aplicando me´todos
de perturbacio´n [Prosperetti (1986)]. Usaremos las siguientes variables adimensionales:
r∗ = r/Ro, t∗ = tωo, ψ∗ = ψ/RoU , h∗ = h/U2, c∗ = c/c∞ y R∗ = R/Ro, siendo
U = ωoRo la velocidad caracter´ıstica de las oscilaciones de la burbuja. De esta manera,
podemos escribir
∇2∗ψ∗ +
ǫ2
c2∗
[
∂h∗
∂t∗
+
(
∂ψ∗
∂r∗
)
∂h∗
∂r∗
]
= 0 (3.5)
∂ψ∗
∂t∗
+
1
2
(
∂ψ∗
∂r∗
)2
+ h∗ = 0 (3.6)
con las condiciones de contorno u∗ = ∂ψ∗/∂r∗ = R′∗ y h∗ = hL∗ para r∗ = R∗. No´tese que
el simbolo ′ denota ahora la diferenciacio´n con respecto a t∗. El para´metro ǫ = U/c∞ que
aparece en la adimensionalizacio´n se identifica con el numero de Mach del movimiento
del contorno de la burbuja, pudie´ndose considerar generalmente pequen˜o. As´ı pues,
construiremos una solucio´n aproximada de la forma ψ∗ ≃ ψ0 + ǫψ1, h∗ ≃ h0 + ǫh1. Las
ecuaciones para orden cero son
∇2∗ψ0 = 0 y
∂ψ0
∂t∗
+
1
2
(
∂ψ0
∂r∗
)2
+ h0 = 0, (3.7)
mientras que para el primer orden son
∇2∗ψ1 = 0 y
∂ψ1
∂t∗
+
(
∂ψ0
∂r∗
)
∂ψ1
∂r∗
+ h1 = 0. (3.8)
Estos sistemas debera´n resolverse junto con las condiciones de contorno sobre la burbuja.
Como vemos, las ecuaciones del movimiento del l´ıquido se reducen en primera aproxi-
macion a la ecuacio´n de Laplace y Bernoulli, las cuales modelan el comportamiento
de un fluido incompresible. Esto es debido a que a distancias del orden r ∼ Ro (near
field), las perturbaciones producidas por el movimiento del contorno de la burbuja se
transmiten de forma pra´cticamente instanta´nea. Para captar la propagacio´n ondulatoria
de tales perturbaciones, habra´ que irse a distancias del orden r ∼ λ (far field), siendo
λ ∼ c∞/ωo la longitud de onda. A continuacio´n, volveremos a adimensionalizar nuestro
sistema de ecuaciones usando ahora la variable r˜∗ = rωo/c∞. Teniendo en cuenta que
c ≃ c∞, obtenemos
∇˜2∗ψ∗ +
∂h∗
∂t∗
+ ǫ2
(
∂ψ∗
∂r˜∗
)
∂h∗
∂r˜∗
= 0 (3.9)
∂ψ∗
∂t∗
+
1
2
ǫ2
(
∂ψ∗
∂r˜∗
)2
+ h∗ = 0. (3.10)
28 CAPI´TULO 3. ANA´LISIS DE LA DINA´MICA DE MICROBURBUJAS
La solucio´n aproximada para este problema se construye de la forma ψ∗ ≃ Ψ0 + ǫΨ1,
h∗ ≃ H0 + ǫH1, por lo que las ecuaciones para orden cero son
∇˜2∗Ψ0 +
∂H0
∂t∗
= 0 y
∂Ψ0
∂t∗
+H0 = 0, (3.11)
mientras que para el primer orden son
∇˜2∗Ψ1 +
∂H1
∂t∗
= 0 y
∂Ψ1
∂t∗
+H1 = 0. (3.12)
Sobre cada sistema, los cuales representan un problema de propagacio´n de ondas lineal,
se debera´n imponer unas condiciones de radiacio´n en el infinito. Finalmente, para obte-
ner una transicio´n suave entre las soluciones para el campo cercano y lejano, se deben
imponer a ambas una condiciones de acoplamiento para r∗ →∞ y r˜∗ → 0.
La solucio´n general de orden cero para las ecuaciones del campo cercano (3.7) sera´ la
correspondiente al movimiento radial de un flujo incompresible, es decir,
ψ0 = −f0(t∗)
r∗
+ g0(t∗), (3.13)
h0 =
f ′0(t∗)
r∗
− g′0(t∗)−
1
2
f20 (t∗)
r4∗
. (3.14)
La evaluacio´n de la condicio´n de contorno cinema´tica sobre la burbuja nos permite
obtener f0(t∗) = R2∗R′∗. Por otro lado, la solucio´n general de orden cero para campo
lejano (3.11), una vez impuesta la condicio´n de radiacio´n, se escribe haciendo uso de la
fo´rmula de d’Alembert
Ψ0 =
1
r˜∗
[F0(t∗ − r˜∗) +G0(t∗ + r˜∗)] + ψ∞, (3.15)
H0 = − 1
r˜∗
[F ′0(t∗ − r˜∗) +G′0(t∗ + r˜∗)], (3.16)
siendo ψ∞ una constante que representa el valor del potencial lejos de la burbuja. A
su vez, la condicio´n de acoplamiento para el potencial debe cumplir que l´ımr∗→∞ ψ0 =
l´ımr˜∗→0Ψ0, por lo que,
g0(t∗) =
F0(t∗) +G0(t∗)
r˜∗
+G′0(t∗)− F ′0(t∗) + ψ∞, (3.17)
habie´ndose usado el desarrollo de F0 y G0 alrededor de r˜∗ ≃ 0. Finalmente se obtiene
que F0(t∗) = −G0(t∗) y g0(t∗) = 2G′0(t∗)+ψ∞, de manera que la solucio´n de orden cero
del problema se expresa
ψ0 = −R
2∗R′∗
r∗
+ 2G′0(t∗) + ψ∞, (3.18)
Ψ0 =
1
r˜∗
[G0(t∗ + r˜∗)−G0(t∗ − r˜∗)] + ψ∞, (3.19)
para el potencial de velocidades, y
h0 =
1
r∗
[R2∗R
′′
∗ + 2R∗R
′2
∗ ]−
1
2
R4∗R′2∗
r4∗
− 2G′′0(t∗), (3.20)
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H0 = − 1
r˜∗
[G′0(t∗ + r˜∗)−G′0(t∗ − r˜∗)], (3.21)
para la entalp´ıa. Este resultado tiene una interpretacio´n inmediata: para el actual or-
den de perturbacio´n, el campo lejano no esta´ afectado por la presencia de la burbuja,
vie´ndose reflejada la onda incidente G0 sin ninguna alteracio´n. Por otro lado, en el
campo cercano, la superposicio´n entre la onda incidente y la reflejada an˜ade una com-
ponente espacialmente uniforme, representada por 2G′0(t∗)+ψ∞, al flujo incompresible
creado por el movimiento radial de la burbuja. En este sentido, la burbuja percibe en
sus alrededores un campo uniforme de extensio´n infinita.
Una vez resuelto el problema de perturbacio´n de orden cero, corregiremos dicho
resultado an˜adiendo la solucio´n para el problema de primer orden. Para ello, la solucio´n
general de las ecuaciones del campo cercano (3.8) se escribe de manera ana´loga a como
se hizo anteriormente,
ψ1 = −f1(t∗)
r∗
+ g1(t∗), (3.22)
h1 =
f ′1(t∗)
r∗
− g′1(t∗)−
1
2
f0(t∗)f1(t∗)
r4∗
, (3.23)
En este caso, la evaluacio´n de la condicio´n de contorno cinema´tica nos proporciona
f1(t∗) = 0. De la misma manera que antes, la solucio´n general de primer orden para
las ecuaciones del campo lejano (3.12) se expresa segu´n la fo´rmula de d’Alembert. Sin
embargo, para considerar la existencia de la burbuja en esta regio´n, la estructura de las
ondas debe ser la correspondiente al campo radiado por esta debido a su movimiento.
As´ı pues, escribimos
Ψ1 =
1
r˜∗
F1(t∗ − r˜∗), (3.24)
H1 = − 1
r˜∗
F ′1(t∗ − r˜∗), (3.25)
habie´ndose tenido en cuenta u´nicamente los te´rminos asociados a ondas progresivas. La
condicio´n de acoplamiento para la solucio´n completa se expresa l´ımr∗→∞ ǫ−1(ψ0+ǫψ1) =
l´ımr˜∗→0 ǫ−1(Ψ0 + ǫΨ1), con lo que
−f0(t∗)
ǫr∗
+ g1(t∗) =
F1(t∗)
r˜∗
− F ′1(t∗). (3.26)
Observamos en este caso que ǫr∗ = r˜∗ → 0, por lo que finalmente se obtiene F1(t∗) =
−f0(t∗) y g1(t∗) = f ′0(t∗). De esta manera, la solucio´n de primer orden del problema se
escribe
ψ1 = R
2
∗R
′′
∗ + 2R∗R
′2
∗ , (3.27)
Ψ1 = −R
2∗(τ∗)R′∗(τ∗)
r˜∗
, (3.28)
para el potencial de velocidades, y
h1 = −R2∗R′′′∗ − 6R∗R′∗R′′∗ − 2R′3∗ , (3.29)
H1 =
1
r˜∗
[R2∗(τ∗)R
′′
∗(τ∗) + 2R∗(τ∗)R
′2
∗ (τ∗)], (3.30)
para la entalp´ıa, siendo τ∗ = t∗−r˜∗ el tiempo retardado adimensional. Como se esparaba
para este orden de perturbacio´n, en el campo lejano existe una onda que se propaga
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hacia el infinito, la cual es radiada debido al movimiento oscilatorio de la burbuja. Esta
onda representa entonces las pe´rdidas meca´nicas debido a la reradiacio´n de energ´ıa
acu´stica.
3.2.2. Ecuaciones para las oscilaciones radiales
Una vez evaluadas todas las condiciones de acoplamiento y construida la solucio´n
general, haremos uso de la condicio´n dina´mica de contorno con el fin de escribir la
ecuacio´n diferencial para el radio R∗ de la burbuja. As´ı pues, usando las soluciones (3.20)
y (3.29) para el campo cercano, tenemos que h∗(R∗) = h0(R∗) + ǫh1(R∗) = hL∗, y por
tanto
R∗R′′∗ +
3
2
R′2∗ − ǫ(R2∗R′′′∗ + 6R∗R′∗R′′∗ + 2R′3∗ ) = hL∗ + 2G′′0. (3.31)
Esta ecuacio´n es general y modela la dina´mica de la burbuja con un error del orden de
ǫ2. Se observa que el te´rmino correspondiente a 2G′′0 esta´ directamente relacionado con
la perturbacio´n de presio´n acu´stica impuesta desde el exterior pa(t).
A partir de la expresio´n (3.31) se deriva la conocida ecuacio´n de Rayleigh-Plesset
simplemente haciendo ǫ = 0 [Plesset (1960)]. Por tanto, en variables con dimensiones
obtenemos
RR¨+
3
2
R˙2 =
1
ρ∞
(pL − pa − p∞), (3.32)
donde la entalp´ıa del l´ıquido en el contorno de la burbuja se ha aproximado por hL ≃
(pL−p∞)/ρ∞. Como revela esta ecuacio´n, va´lida para l´ıquidos incompresibles, la inercia
de las oscilaciones de la burbuja es debida a la diferencia de presiones entre su contorno
exterior y el medio que la rodea. Por otro lado, la ecuacio´n de Herring-Trilling se
deriva despejando previamente R′′′∗ de la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset adimensional, es
decir R′′′∗ = (2G′′′0 + h
′
L∗ − 4R′∗R′′∗)/R∗, con lo cual, en variables con dimensiones queda
[Trilling (1952)]
RR¨
(
1− 2R˙
c∞
)
+
3
2
R˙2
(
1− 4R˙
3c∞
)
=
=
1
ρ∞
(
1 +
R
c∞
d
dt
)
(pL − pa − p∞).
(3.33)
Finalmente, la ecuacio´n deKeller-Miksis se puede derivar de igual forma reescribiendo
R′′′∗ = (2G′′′0 +h
′
L∗−5R′∗R′′∗)/R∗+R′∗R′′∗/R∗, y substituyendo el u´ltimo te´rmino usando de
nuevo la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset, es decir R′∗R′′∗/R∗ = R′∗
(
2G′′0 + hL∗ − 32R′2∗
)
/R2∗.
De esta manera se obtiene [Keller (1980)]
RR¨
(
1− R˙
c∞
)
+
3
2
R˙2
(
1− R˙
3c∞
)
=
=
1
ρ∞
(
1 +
R˙
c∞
+
R
c∞
d
dt
)
(pL − pa − p∞).
(3.34)
No´tese que las distintas formas de expresar el te´rmino R′′′∗ en funcio´n de las acele-
raciones y velocidades del contorno, nos llevara´ a generar una familia de ecuaciones,
todas ellas con el mismo orden de precisio´n, para la dina´mica radial de la burbu-
ja [Prosperetti (1986)]. Como se demuestra, la solucio´n de la ecuacio´n de Rayleigh-
Plesset (3.32), al ser de orden cero en ǫ (movimiento incompresible de la fase l´ıquida),
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contendra´ errores ma´ximos del orden del nu´mero de Mach. Sin embargo, como se obser-
va en la Fig. 3.1, los errores que se cometen al resolver las ecuaciones de Herring (3.33)
y de Keller-Miksis (3.34) sera´n del orden de ǫ2, por lo que constituyen modelos ma´s
precisos para el ana´lisis de los colapsos violentos que se producen en los feno´menos de
cavitacio´n [Lauterborn (1976)] y sonoluminiscencia [Brenner (2002)]
A continuacio´n completaremos la formulacio´n del problema evaluando la condicio´n
de salto que relaciona la presio´n del l´ıquido pL en el contorno externo a la burbuja, con
la presio´n del gas en el interior pg. Esta condicio´n de salto nos dice que la diferencia
de tensiones normales a un lado y otro del contorno esta´ compensada con la tensio´n
superficial, es decir n·(τ¯L− τ¯g)·n = σ∇·n = 2σ/R. En el lado del l´ıquido, incompresible
en primera aproximacio´n, la componente radial de la tensio´n se puede escribir como
τLrr = −pL + 2µL(∂u/∂r)R = −pL − 4µLR˙/R, siendo µL su viscosidad. En el lado del
gas, cuya viscosidad es despreciable frente a la del l´ıquido, sera´ simplemente τgrr = −pg,
por lo que finalmente obtenemos
pL = pg − 2σ
R
− 4µL R˙
R
. (3.35)
Comprobamos que, para una burbuja inicialmente en reposo y equilibrio, su presio´n
interna es pg0 = p∞ + 2σ/Ro, la cual se corresponde con la presio´n de Laplace.
Para cerrar el presente problema, necesitamos conocer la evolucio´n de la presio´n del
gas pg en el contorno de la burbuja. Para ello, es t´ıpico establecer que el gas evoluciona
de forma politro´pica, siguiendo la ley
pg = pg0
(
R
Ro
)−3κ
, (3.36)
siendo κ el coeficiente politro´pico, el cual puede alcanzar valores entre κ = 1 (compor-
tamiento isote´rmico) y κ = γ (comportamiento adiaba´tico). Como veremos, el cara´cter
termodina´mico de las oscilaciones de la burbuja puede analizarse atendiendo al valor
del nu´mero de Pe´clet en el gas, el cual relaciona el transporte convectivo de energ´ıa
con la la transmisio´n de calor por conduccio´n en su interior. Si bien ley de evolucio´n
politro´pica puede considerarse exacta para los valores l´ımites de κ, los ana´lisis realizados
en la Sec. 3.2.3 y Sec. 3.2.4 nos permitira´n formular una nueva ley corregida, la cual
sera´ ma´s fidedigna para valores intermedios [Prosperetti (1988), Prosperetti (1991)].
3.2.3. Problema interior: movimiento de la fase gaseosa
La correcta caracterizacio´n del comportamiento termodina´mico de las oscilaciones
de la burbuja pasa por el ana´lisis detallado del problema interno. Para ello, la presio´n
pg del gas, cuya densidad es ρg y su viscosidad es µg, debe ser obtenida resolviendo las
ecuaciones de conservacio´n en este dominio, es decir
∂ρg
∂t
+∇ · (ρgvg) = 0, (3.37)
∂vg
∂t
+ vg · ∇vg + 1
ρg
∇pg = 1
ρg
∇ · τ¯g, (3.38)
ρg
Deg
Dt
+ pg∇ · vg = ∇ · (Kg∇Tg), (3.39)
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Figura 3.1: Evolucio´n isote´rmica (κ = 1) del radio de una burbuja de aire inmersa en agua,
con un radio de equilibrio Ro = 3 µm, excitada por una onda sinusoidal de amplitud |pa| = Pa
y frecuencia fo = 2πωo. La solucio´n de la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset comienza a presentar
divergencias con respecto a la de Keller-Miksis generalmente para valores altos de la presio´n
de excitacio´n acu´stica y frecuencias cercanas a la de resonancia (definida en la Sec. 3.3). En
este punto, las altas velocidades de colapso y posteriores rebotes hacen que el medio l´ıquido que
rodea la burbuja presente ciertos efectos compresibilidad.
3.2. DINA´MICA DE BURBUJAS 33
siendo D/Dt el operador derivada sustancial o total, y Kg la conductividad del gas.
Considerando un gas ideal, la ecuacio´n de estado se escribe pg = ρgRgTg = (γ−1)ρgcvTg,
y la energ´ıa interna se podra´ expresar como eg = cvTg. Igual que en el movimiento de
la fase l´ıquida, la configuracio´n del campo de velocidades sera´ vg = ug(r)ur, siendo ug
la velocidad radial. As´ı pues, las condiciones de contorno en r = 0 son, por simetr´ıa,
ug = ∂pg/∂r = ∂Tg/∂r = 0. Por otro lado, en r = R, debe cumplirse la condicio´n
cinema´tica ug = R˙, y la continuidad en temperaturas y en flujos de calor. Como se
demostrara´ ma´s adelante, una buena aproximacio´n ampliamente usada en la literatura
es establecer que Tg|R = T∞, siendo T∞ la temperatura de equilibrio del l´ıquido
Realizando un ana´lisis dimensional sobre la ecuacio´n de conservacio´n de la cantidad
de movimiento (3.38), comprobamos que los esfuerzos viscosos se pueden despreciar
frente a las fuerzas de presio´n. Esto se justifica ya que ∇ · τ¯g/∇pg ∼ µgωo/pg0 ≪ 1.
Por otro lado, se obtiene que las variaciones de presio´n dentro de la burbuja son del
orden ∆pg/pg0 ∼ Eu−1, donde Eu = ρg0U2/pg0 es el nu´mero de Euler. Dado que la
velocidad del sonido en el gas se puede expresar como cg ≃ (pg0/ρg0)1/2, tendremos
que ∆pg/pg0 ∼ Ma2g, siendo Mag = U/cg el nu´mero de Mach en el contorno de la
burbuja. Si asumimos que este nu´mero es generalmente pequen˜o, concluimos finalmente
que ∆pg/pg0 ≪ 1, con lo que la presio´n del gas se podra´ considerar aproximadamente
uniforme, es decir, pg ≃ pg(t). Haciendo uso de la ecuacio´n de continuidad (3.37) y de
la ecuacio´n de estado para gases perfectos, la ecuacio´n de conservacio´n de la energ´ıa
interna (3.39) se puede escribir
r2
γ − 1
∂pg
∂t
+
γpg
γ − 1
∂
∂r
(r2ug) =
∂
∂r
(
r2Kg
∂Tg
∂r
)
, (3.40)
cuya integracio´n sobre r da lugar a la siguiente expresio´n para la velocidad radial,
ug =
1
γpg
[
(γ − 1)Kg ∂Tg
∂r
− rp˙g
3
]
. (3.41)
Esta expresio´n, evaluada en el contorno r = R, nos proporciona finalmente una ecuacio´n
diferencial para la presio´n del gas,
p˙g =
3
R
[
(γ − 1)Kg ∂Tg
∂r
∣∣∣∣
R
− γpgR˙
]
, (3.42)
la cual relaciona la presio´n en el interior de la burbuja con la velocidad de sus oscilaciones
y la transferencia de calor a trave´s de su contorno.
Si en vez de la ecuacio´n de conservacio´n de la energ´ıa interna usamos la ecuacio´n de
la entalp´ıa, es decir ρgDhg/Dt−Dpg/Dt = ∇·(Kg∇Tg), podemos plantear directamente
la ecuacio´n para el campo de temperaturas en el interior de la burbuja. Haciendo pre-
viamente hg = cpTg, y asumiendo una conductividad constante, se obtiene la ecuacio´n
de difusio´n te´rmica para un fluido en movimiento,
∂Tg
∂t
+ ug
∂Tg
∂r
−Dg∇2Tg = Dg
Kg
p˙g, (3.43)
donde se ha identificado la difusividad te´rmica del gas Dg = Kg/ρgcp. La triada de
ecuaciones (3.41), (3.42) y (3.43) componen un sistema no lineal que cierra el problema
del movimiento del gas en el interior de la burbuja. En el contorno de la burbuja,
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como ya se comento´, la condicio´n correcta para el campo de temperaturas implica la
continuidad tanto en temperatura como el flujos de calor. El flujo de calor hacia la
interfase se puede estimar usando el espesor caracter´ıstico de la capa l´ımite te´rmica
δT ∼ (D/ωo)1/2 en ambos lados del contorno de la burbuja, siendo D la difusividad
te´rmica de cualquiera de las fases. As´ı pues, tenemos que qg ∼ Kg(Tg|0 − Tg|R)/δTg y
qL ∼ KL(TL|R−T∞)/δTL respectivamente. La igualdad en temperaturas en la interfase
implica que Tg|R = TL|R = Tw. Por otro lado, la equivalencia de flujos de calor revela
Tw − T∞
Tg|0 − Tw ∼
KgδTL
KLδTg
∼ Kg
KL
(
DL
Dg
)1/2
≪ 1, (3.44)
con lo cual Tw ≃ T∞. Finalmente se concluye que la temperatura del gas en el contorno
es pra´cticamente constante e igual a la temperatura del l´ıquido Tg|R = T∞, lo que nos
permite desacoplar el problema te´rmico interior del exterior [Prosperetti (1988)]. Este
resultado se debe a que el l´ıquido, en comparacio´n con el gas, tiene una conductividad y
una capacidad calor´ıfica mucho mayor, por lo que cualquier flujo de calor es difundido
ra´pidamente por toda la masa sin variar de forma apreciable su temperatura.
3.2.4. Comportamiento termodina´mico linealizado
A continuacio´n obtendremos el campo de temperaturas en el interior de la burbuja
para el caso en que las oscilaciones de la burbuja sean muy pequen˜as, es decir R ≃
Ro(1 + X), siendo las perturbaciones radiales |X| ≪ 1. La linealizacio´n alrededor del
estado imperturbado nos permite escribir la ecuacio´n de difusio´n te´rmica (3.43) como
∂Tg/∂t−Dg∇2Tg = p˙gDg/Kg. Si adimensionalizamos esta ecuacio´n usando las variables
t∗ = tωo, r∗ = r/Ro, R∗ = R/Ro, Tg∗ = (Tg − T∞)/T∞ y pg∗ = pg/pg0, nos queda
∂Tg∗
∂t∗
− 1
Pe
∇2∗Tg∗ =
(
γ−1
γ
)
p′g∗, (3.45)
siendo Pe = ωoR
2
o/Dg el nu´mero de Pe´clet, el cual relaciona la velocidad del gas con la
velocidad de difusio´n te´rmica. A su vez, este nu´mero nos proporciona una estimacio´n
para la relacio´n entre el espesor de la capa l´ımite te´rmica y el taman˜o de la burbuja,
Pe2 ∼ Ro/δTg. Asumiendo unas oscilaciones monocroma´ticas de frecuencia ωo, expresa-
das de la forma X = Xˆ exp(−it∗), la expresio´n (3.45) finalmente se transforma en
∇2∗Tˆg∗ + iPeTˆg∗ = iPe
(
γ−1
γ
)
pˆg∗, (3.46)
cuya solucio´n, la cual debe ser regular en el origen, se puede expresar en te´rminos de la
funcio´n esfe´rica de Bessel de orden cero j0. La condicio´n de contorno en r∗ = R∗, dada
la naturaleza de las pequen˜as oscilaciones, se puede escribir como Tˆg∗|1 = 0. Una vez
evaluada, el campo de temperaturas queda finalmente
Tˆg∗ =
(
γ−1
γ
)
pˆg∗

1− j0
(
r∗
√
iPe
)
j0
√
iPe

 . (3.47)
El gradiente de temperatura en el contorno, necesario para el ca´lculo de la presio´n del
gas, alcanzara´ entonces un valor
∂Tˆg∗
∂r∗
∣∣∣∣∣
1
= −
(
γ−1
γ
)
pˆg∗
(√
iPe cot
√
iPe− 1
)
. (3.48)
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Una vez encontrada la expresio´n anal´ıtica del campo de temperaturas en el interior
de la burbuja, evaluaremos la presio´n del gas usando la ecuacio´n diferencial (3.42).
Linealiza´ndola entorno al estado inicial de reposo, e introduciendo posteriormentes las
variables adimensionales antes definidas, podemos escribir p′g∗ = 3γ/Pe(∂Tg∗/∂r∗)1 −
3γX ′. Como se hizo antes, asumiremos oscilaciones monocroma´ticas, obtenie´ndose
pˆg∗ = − 3γ
iPe
∂Tˆg∗
∂r∗
∣∣∣∣∣
1
− 3γXˆ. (3.49)
Introduciendo el valor del gradiente de temperatura en el contorno dado por (3.48), la
presio´n del gas adimensional se podra´ expresar finalmente como pˆg∗ = −ΦXˆ, siendo Φ
la siguiente funcio´n compleja
Φ =
3γ
1− 3(γ−1)iPe
(√
iPe cot
√
iPe− 1
) . (3.50)
Esta funcio´n relaciona la presio´n interna del gas con las perturbaciones de pequen˜a
amplitud del radio de la burbuja, pudiendose descomponer pˆg∗ = −XˆReΦ− iXˆImΦ. Es
decir, la presio´n del gas posee dos componentes, representadas en la Fig. 3.2, proporcio-
nales a la amplitud de las oscilaciones (asociada a la rigidez), y a la velocidad (asociada
a la disipacio´n te´rmica) respectivamente [Prosperetti (1988)].
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Figura 3.2: Parte real (rigidez) e imaginaria (disipacio´n te´rmica) de la funcio´n Φ para una
burbuja de aire (γ = 1.4).
Como se comprueba, la ley de evolucio´n politro´pica (3.36) para la presio´n del gas,
que expresada de forma adimensional se escribe pg∗ = R−3κ∗ , es incompleta ya que
u´nicamente establece proporcionalidad con la amplitud de dichas oscilaciones. Efecti-
vamente, tras su linealizacio´n, y asumiendo oscilaciones monocroma´ticas, nos queda
pˆg∗ = −3κXˆ, identifica´ndose el exponente κ = ReΦ/3 con el te´rmino de rigidez de
la burbuja [Crum (1983)]. As´ı pues, con el fin de corregir dicha expresio´n, se plantea
an˜adirle la componente de disipacio´n te´rmica, propocional a la velocidad de las osci-
laciones, que resulta del ana´lisis lineal efectuado en la presente seccio´n. La expresio´n
corregida que cumple estas modificaciones se escribe finalmente
pg = pg0
(
R
Ro
)−3κ
− 4µth R˙
R
, (3.51)
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Figura 3.3: Izquierda: Perfil de temperaturas en el interior de una burbuja de aire (γ = 1.4),
normalizado por la presio´n del gas, para distintos valores del nu´mero de Pe´clet. Se comprueba
que, para Pe ≪ 1, el espesor de la capa l´ımite te´rmica es δTg ≫ Ro. Por el contrario, para
Pe≫ 1 se tiene que δTg ≪ Ro. Derecha: Variacio´n de la temperatura en el centro de la burbuja
en funcio´n del nu´mero de Pe´clet. Se puede observar la transicio´n del comportamiento isote´rmico
al adiaba´tico a medida que aumenta Pe.
siendo µth = −pg0ImΦ/4ωo un coeficiente de viscosidad te´rmica ficticio, el cual sera´ de-
finido en la Sec. 3.3 [Devin (1959), Chapman (1972), Prosperetti (1974)]. No´tese que la
validez de la correccio´n de esta ley esta´ restringida u´nicamente al re´gimen de pequen˜as
oscilaciones causadas por una excitacio´n monocroma´tica de frecuencia ωo. Sin embargo,
su aplicacio´n ma´s alla´ del re´gimen lineal puede considerarse igualmente satisfactoria
debido a que los errores con respecto a la solucio´n completa de las ecuaciones de la fase
gaseosa no son relevantes [Prosperetti (1988)].
La Fig. 3.2 nos muestra que para Pe ≪ 1, el exponente politro´pico es aproximada-
mente κ = ReΦ/3 ≃ 1, lo que establece un comportamiento isote´rmico del gas durante
las oscilaciones. En esta situacio´n, la velocidad del gas sera´ mucho menor que la velo-
cidad de difusio´n te´rmica, U ≪ Dg/Ro, por lo que la temperatura alcanza con rapidez
un valor homoge´neo y constante dentro de la burbuja. Efectivamente, la ecuacio´n de
difusio´n te´rmica (3.46), en este l´ımite, se puede aproximar por ∇2∗Tˆg∗ ≃ 0, con lo que
el perfil de temperaturas, como se muestra en la Fig. 3.3, resulta Tˆg∗ ≃ 0. Por el con-
trario, para Pe ≫ 1, el exponente politro´pico tiende a κ = ReΦ/3 ≃ γ, estableciendo
un comportamiento adiaba´tico. En esta otra situacio´n, la velocidad del gas sera´ mucho
mayor que la velocidad de difusio´n te´rmica, U ≫ Dg/Ro, por lo que la burbuja no puede
desalojar calor durante su movimiento, variando en consecuencia su temperatura. En
efecto, el perfil de temperaturas se aproxima ahora por Tˆg∗ ≃ pˆg∗(γ − 1)/γ, que no
es ma´s que la relacio´n adiaba´tica linealizada entre temperatura y presio´n para un gas
ideal.
3.3. Dina´mica lineal de burbujas
Una vez hallada la expresio´n exacta para la presio´n del gas en el interior de la
burbuja en el l´ımite de pequen˜as oscilaciones, obtendremos el valor de la amplitud dichas
perturbaciones realizando un ana´lisis lineal sobre la ecuacio´n general de la dina´mica de
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la burbuja. As´ı pues, linealizando la ecuacio´n (3.31) alrededor del radio de equilibrio
Ro, obtenemos
X ′′ − ǫX ′′′ = Eu(pL∗ − pa∗ − p∞∗), (3.52)
donde los te´rminos de presio´n adimensional se escriben p∗ = p/pg0. En este caso,
Eu = pg0/ρ∞U2 es el nu´mero de Euler para el movimiento del l´ıquido. Si introdu-
cimos la condicio´n de salto (3.51) linealizada, y asumimos una excitacio´n acu´stica y
oscilaciones monocroma´ticas de la forma pa∗ = Pa∗ exp(−iωot) y X = Xˆ exp(−iωot)
respectivamente, se llega a
Xˆ + iǫXˆ = Eu
(
pˆg∗ +WXˆ + iMXˆ − Pa∗
)
, (3.53)
donde se han definido los para´metros de tensio´n superficial W = 2σ/pg0Ro y de viscosi-
dad M = 4µLωo/pg0. Substituyendo el valor hallado anteriormente para la presio´n del
gas, es decir, pˆg∗ = −XˆReΦ− iXˆImΦ, obtenemos
Xˆ =
−Eu Pa∗
(ωn/ωo)
2 − 1− iΓ =
−Pa/ρ∞ω2oR2o
(ωn/ωo)
2 − 1− iΓ , (3.54)
resultado que se corresponde con la funcio´n de transferencia de un oscilador armo´nico
amortiguado. En la expresio´n (3.54) se ha identificado, por tanto, la frecuencia natural
de las oscilaciones ωn = [pg0(ReΦ−W )/ρ∞R2o]1/2, y el coeficiente de amortiguamiento
Γ = Eu (M + ǫ/Eu− ImΦ). No´tese que estamos tratando con una amplitud compleja,
la cual se puede escribir como Xˆ = |Xˆ| exp(iφ), siendo φ el desfase de las oscilaciones
con respecto a la excitacio´n.
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Figura 3.4: Frecuencia natural fn = 2πωn de las oscilaciones de una burbuja de aire esfe´rica.
La tendencia inversamente proporcional fn ∝ R−1o se rompe para burbujas de menos de 1 µm
debido al acusado incremento de la presio´n de Laplace provocado por la tensio´n superficial.
3.3.1. Oscilaciones lineales y frecuencia natural
Realizando un ana´lisis lineal sobre la ecuacio´n general para las oscilaciones de la
burbujas, hemos llegado a un resultado para la amplitud de estas similar al de un
oscilador armo´nico amortiguado. Hemos visto que la frecuencia natural correspondiente
a este oscilador se expresa como
ωn =
[
pg0 (ReΦ−W )
ρ∞R2o
]1/2
, (3.55)
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la cual decae a medida que crece el radio como se observa en la Fig. 3.4. Adema´s, se
demuestra que para el re´gimen de oscilaciones adiaba´ticas y tensio´n superficial des-
preciable, esta frecuencia natural se puede aproximar por la conocida frecuencia de
Minnaert, ωn = (3γp∞/ρ∞R2o)1/2, la cual es va´lida generalmente para burbujas de gran
taman˜o [Minnaert (1933)]. Como se puede comprobar de manera aproximada, la rela-
cio´n entre el taman˜o de la burbuja y la longitud de onda para una burbuja excitada
a su frecuencia natural sera´ ωnRo/c∞ ∼ 10−2 para burbujas mayores de 1 µm. Esto
significa que el comportamiento resonante de las burbujas se alcanza para excitaciones
de gran longitud de onda, quedando justificada la hipo´tesis de oscilaciones puramente
radiales en este re´gimen.
Como muestra la Fig. 3.5, la amplitud de las oscilaciones presenta un pico de reso-
nancia coincidente con la frecuencia natural de la burbuja. La altura y ancho de banda
de este pico esta´ controlado por los te´rminos de amortiguamiento. De hecho, los efec-
tos resonantes tienden a desaparecer para nanoburbujas de menos de 100 nm, donde
las oscilaciones esta´n altamente amortiguadas debido a una gran disipacio´n viscosa. Se
puede comprobar que para altas frecuencias de excitacio´n, ωo ≫ ωn, la amplitud de las
oscilaciones sufren un decaimiento proporcional a |Xˆ| ∝ Eu ∝ ω−2o en la regio´n donde
se cumple que ωoRo/c∞ ≪ 1 (excitaciones de gran longitud de onda). En este l´ımite, la
respuesta de la burbuja es muy de´bil, siendo sus oscilaciones pra´cticamente desprecia-
bles. En contraste, para excitaciones de baja frecuencia, ωo ≪ ωn, la amplitud alcanza
un valor constante y proporcional a |Xˆ| ∝ (3 −W )−1, que no es ma´s que la solucio´n
cuasi-esta´tica de la ecuacio´n del movimiento linealizada.
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Figura 3.5: Amplitud y fase de las oscilaciones lineales para burbujas de distintos taman˜os
excitadas por una sen˜al acu´stica monocroma´cia pa∗.
Por otro lado, vemos tambie´n que la fase de las oscilaciones con respecto a la exci-
tacio´n cambia de forma repentina en la resonancia, pasando de −π a un valor aproxi-
madamente nulo. Esto significa que, a bajas frecuencias de excitacio´n, las oscilaciones
de la burbuja se adaptan a las condiciones externas de presio´n acu´stica (ambas sen˜ales
esta´n completamente fuera de fase: cuando la presio´n externa sea ma´xima, el radio de
la burbuja sera´ mı´nimo y viceversa). Por el contrario, para frecuencias altas, la dina´mi-
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ca de la burbuja no es lo suficiente ra´pida como para adaptarse a tales variaciones de
presio´n acu´stica, comenzando a oscilar en fase con respecto a la excitacio´n externa. Sin
embargo, una burbuja excitada a su frecuencia natural, realizara´ siempre oscilaciones
con un desfase exactamente de −π/2.
3.3.2. Coeficiente de amortiguamiento
A continuacio´n analizaremos el comportamiento del coeficiente de amortiguamiento
Γ, el cual depende fuertemente del taman˜o de la burbuja y de la frecuencia de excitacio´n.
Como se ve, este coeficiente esta´ compuesto por tres contribuciones distintas, es decir
Γ = Γvis + Γac + Γth, y cada una de ellas representa un mecanismo de disipacio´n de
energ´ıa diferente [Devin (1959), Eller (1970), Chapman (1972), Prosperetti (1977)]:
Amortiguamiento viscoso,
Γvis = EuM =
4µL
ρ∞ωoR2o
, (3.56)
causado por las pe´rdidas asociadas a la friccio´n molecular durante el movimiento
del contorno de la burbuja, transformando parte de su energ´ıa cine´tica en calor.
Amortiguamiento acu´stico,
Γac = ǫ =
ωoRo
c∞
, (3.57)
causado por las pe´rdidas asociadas a la reradiacio´n de energ´ıa debido a la compre-
sibilidad del medio. Efectivamente, durante las oscilaciones, la burbuja devuelve
al l´ıquido parte de su energ´ıa meca´nica, la cual se propaga hacia el infinito como
una onda de presio´n.
Amortiguamiento te´rmico,
Γth = −Eu ImΦ = − pg0
ρ∞ω2oR2o
ImΦ, (3.58)
cuasado por las pe´rdidas asociadas a la transferencia neta de calor por conduccio´n
a trave´s del contorno de la burbuja durante las etapas de compresio´n y expansio´n.
Es comu´n en la literatura agrupar estas tres componentes del amortiguamiento en
un solo coeficiente a trave´s de la definicio´n de una viscosidad efectiva µE , la cual tiene
en cuenta los efectos disipativos de la radiacio´n de energ´ıa acu´stica y de la conduccio´n
te´rmica [Brennen (1995)]. As´ı pues, se define µE = µL + µac + µth, donde
µac =
ρ∞ω2oR3o
4c∞
y µth = − pg0
4ωo
ImΦ (3.59)
son la viscosidad acu´stica y la viscosidad te´rmica respectivamente. Con esto, el coe-
ficiente Γ y el factor de amortiguamiento d = 12ωoΓ se pueden escribir de forma ma´s
compacta haciendo respectivamente
Γ =
4µE
ρ∞ωoR2o
y d =
2µE
ρ∞R2o
. (3.60)
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Figura 3.6: Comportamiento del factor de amortiguamiento d en funcio´n de la frecuencia de
excitacio´n fo, para una burbuja de aire inmersa en agua. El punto de color rojo se corresponde
con el valor para la frecuencia natural.
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Figura 3.7: Coefiecientes de amortiguamiento Γ para una burbuja excitada a su frecuencia
natural ωo = ωn.
La Fig. 3.6 muestra que las pe´rdidas por reradiacio´n de energ´ıa acu´stica son el
mecanismo de amortiguamiento principal para las oscilaciones de alta frecuencia, inde-
pendientemente del taman˜o de la burbuja. Sin embargo, para bajas frecuencias e incluso
en la resonancia, encontramos que el amortiguamiento viscoso domina para burbujas
de menos de 1 µm, mientras que el te´rmico lo hace para aquellas mayores de 10 µm.
Por otro lado, se puede comprobar en la Fig. 3.7 que, en la frecuencia de resonancia,
las pe´rdidas debidas a la disipacio´n viscosa y te´rmica esta´n altamente acopladas para
burbujas de entre 1 µm y 10 µm, mientras que el amortiguamiento acu´stico, aproxi-
madamente constante para burbujas de taman˜o microme´trico, es siempre despreciable.
Este feno´meno hace que el coeficiente de amortiguamiento en la resonancia se pueda
considerar uniforme, con un valor de Γ ≃ 0.14, en este rango de taman˜os, presentando
incluso un valor mı´nimo para burbujas de Ro ≃ 4 µm. En particular, para burbujas de
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aire con radio dentro del rango antes comentado, el nu´mero de Pe´clet en la resonancia
variara´ entre Pe ≃ 1 y Pe ≃ 10. Segu´n la Fig. 3.2, esto nos permite establecer de forma
general que las oscilaciones de estas burbujas sera´n pra´cticamente isote´rmicas (κ ≃ 1).
Sin embargo, los efectos de disipacio´n te´rmica debera´n tenerse en cuenta, pudiendo ser
solamente ignorados para aquellas burbujas de menos de 1 µm.
Los resultados anteriores nos indican la conveniencia del uso de microburbujas de
estos taman˜os para aplicaciones cl´ınicas. As´ı pues, el uso de tales microburbujas como
agentes de contrastes ultraso´nicos se justifica por los siguientes hechos: (a) Su reducido
taman˜o les permite circular por el torrente sangu´ıneo sin riesgo de obstrucciones, ya que
los capilares ma´s pequen˜os (presentes en el a´rbol pulmonar) poseen un taman˜o t´ıpico
de entre 8 µm y 10 µm. (b) La frecuencia natural de estas burbujas var´ıa entre 0.5
MHz y 4 MHz, valores t´ıpicamente utilizados en las te´cnicas de ecograf´ıa me´dica por
ultrasonidos. Una burbuja excitada a la frecuencia de resonancia presenta una mayor
respuesta dina´mica y, por tanto, mayor eco o dispersio´n (scattering) acu´stica, lo que
es esencial para su uso como agente de contraste en ima´genes ecogra´ficas. (c) Como se
ha visto, estas microburbujas presentan un mı´nimo de disipacio´n de energ´ıa en torno a
4 µm, lo que optimiza la respuesta dina´mica resonante y la consiguiente intensidad de
scattering con respecto a burbujas de menor taman˜o.
3.3.3. Umbral del comportamiento no lineal
Los resultados y el ana´lisis teo´rico realizado en la secciones 3.3 y 3.2.4 parten de supo-
ner un comportamiento lineal en las oscilaciones de la burbuja, es decir, R = Ro(1+X)
con |X| ≪ 1. Para alcanzar este l´ımite, es necesario que la presio´n acu´stica sea, en
primera instancia, Pa ≪ p∞. Sin embargo, dependiendo del taman˜o de la burbuja y de
la frecuencia de excitacio´n, el umbral de presio´n que marca el inicio del comportamiento
no lineal puede variar. A continuacio´n obtendremos dichos umbrales a trave´s de la com-
paracio´n directa de la solucio´n lineal (3.54) con la solucio´n exacta usando la ecuacio´n de
Keller-Miksis (3.34) para el ca´lculo de las oscilaciones radiales de una burbuja excitada
de forma sinusoidal.
El criterio para definir este umbral sera´ un error relativo ma´ximo ǫ de un 5% en
re´gimen permanente entre ambas soluciones. Como se observa en la Fig. 3.8, este error
esta´ ı´ntimamente relacionado con la presencia no despreciable de armo´nicos de fre-
cuencias superiores a la de excitacio´n en el espectro de las oscilaciones. Por lo tanto,
podremos decir que las presiones acu´sticas aplicadas por debajo de este umbral no pro-
vocara´n, en primera aproximacio´n, un comportamiento no lineal en la dina´mica de la
burbuja. En la Fig. 3.9 vemos que el umbral mı´nimo de presio´n acu´stica sobre una
burbuja de cierto taman˜o se alcanza para una frecuencia de excitacio´n igual a la de
resonancia, como era de esperar. Por debajo de esta frecuencia, el umbral tiende a un
valor constante, el cual va aumentando a medida que disminuye el radio de la burbuja.
Por el contrario, para altas frecuencias, la presio´n umbral aumenta ra´pidamente, con lo
que el comportamiento no lineal en esta regio´n so´lo se conseguira´ aplicando presiones
muy elevadas. En particular, una burbuja de 3 µm presentara´ generalmente un com-
portamiento no lineal a bajas frecuencias para una presio´n acu´stica superior a 50 kPa.
Sin embargo, el umbral mı´nimo de presio´n que se alcanza en la resonancia es de 8 kPa.
Como se observa, estos umbrales incrementan a medida que se reduce el taman˜o de la
burbuja: para el caso de 1 µm, el umbral de baja frecuencia sera´ 80 kPa, y el umbral
mı´nimo en la resonancia 10.8 kPa.
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Figura 3.8: Espectro y evolucio´n en re´gimen permanente de las oscilaciones de una burbuja de
Ro = 3 µm excitada por una onda sinusoidal de amplitud |pa| = Pa = 10 kPa y 50 kPa, y una
frecuencia de fo = 250 kHz.
La estimacio´n de la presio´n umbral que da lugar al re´gimen de oscilaciones no lineales
es necesaria para la correcta comparacio´n de los resultados nume´ricos y teo´ricos, va´lidos
en el re´gimen lineal, con futuros datos experimentales. Adema´s, la localizacio´n de la
presio´n acu´stica aplicada en los experimentos con respecto a la presio´n umbral, para
una cierta frecuencia y taman˜o de burbuja, proporcionara´ una estimacio´n del error de
las posibles divergencias que se presenten en la validacio´n de dichos resultados.
3.3.4. Ecuacio´n de Rayleigh-Plesset corregida
El coficiente de amortiguamiento Γ, y por consiguiente las viscosidades ficticias
antes definidas, resulta de un ana´lisis lineal de la ecuacio´n general de la dina´mica de
la burbuja. Si asumimos que la magnitud de las pe´rdidas asociadas a cada tipo de
amortiguamiento no sufren grandes desviaciones entre el re´gimen de oscilaciones lineales
y no lineales, podemos escribir una nueva ecuacio´n de Rayleigh-Plesset corregida usando
el concepto de viscosidad efectiva µE en vez de la viscosidad del l´ıquido µL. As´ı pues,
substituyendo la condicio´n de salto (3.35) en la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset (3.32) se
3.3. DINA´MICA LINEAL DE BURBUJAS 43
104 105 106 107
104
105
fo (Hz)
|p a
|(
P
a
)
 
 
Ro = 1 µm
Ro = 3 µm
Ro = 10 µm
Figura 3.9: Umbral acu´stico para el comportamiento no lineal basado en errores relativos
ma´ximos de ǫ = 5% con respecto de las oscilaciones linales en re´gimen permanente.
obtiene finalmente
RR¨+
3
2
R˙2 = − 1
ρ∞
(pa + p∞) +
1
ρ∞
[
pg0
(
R
Ro
)−3κ
− 2σ
R
− 4µE R˙
R
]
. (3.61)
Por tanto, adema´s de las pe´rdidas debidas a la disipacio´n viscosa, esta nueva ecuacio´n
tendra´ tambie´n en cuenta las pe´rdidas te´rmicas y las pe´rdidas por reradiacio´n de ene´rg´ıa
acu´stica, siendo tanto ma´s precisa cuanto ma´s lineales sean las oscilaciones. En efecto,
la linealizacio´n en torno a Ro de la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset corregida da lugar a
X¨ + 2dX˙i + ω
2
nX = −
pa
ρ∞R2o
. (3.62)
Esta ecuacio´n se corresponde a la de un oscilador armo´nico, donde el factor de amor-
tiguamiento incluira´ directamente los tres mecanismos de disipacio´n, es decir, d =
2µE/ρ∞R2o.
Como consecuencia del ana´lisis monocroma´tico realizado para modelar el comporta-
miento del gas y obtener dichos coeficientes de amortiguamiento, en la ecuacio´n (3.61)
aparece expl´ıcitamente la frecuencia de excitaco´n ωo dentro de la definicio´n del expo-
nente politro´pico κ = ReΦ/3, y de la viscosidad µE . Como se puede comprobar, la
frecuencia de resonancia y el amortiguamiento total de la burbuja dependen as´ımismo
de la frecuencia de excitacio´n. Por tanto, una burbuja solamente respondera´ como un
oscilador armo´nico esta´ndar cuando este´ excitada por una sen˜al acu´stica monocroma´ti-
ca. Es por ello que la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset corregida sera´ tanto menos precisa
cuanto ma´s contenido en frecuencias tenga la excitacio´n pa. Para paliar de alguna ma-
nera los posibles errores en estos casos, el exponente politro´pico κ se evaluara´ para la
frecuencia central de la excitacio´n con el fin de asegurar una correcta rigidez durante las
oscilaciones. Por el contrario, el te´rmino de disipacio´n viscosa efectiva µE se evaluara´ pa-
ra la frecuencia natural de la burbuja ωn, ya que las oscilaciones resonantes son las ma´s
disipativas, y por tanto dominantes en la dina´mica de la burbuja [Prosperetti (1988)].
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3.4. Radiacio´n acu´stica, dispersio´n y absorcio´n
Con el fin de caracterizar las propiedades de las microburbujas como agentes de
contraste ultraso´nicos, es necesario analizar su comportamiento como fuente activa de
emisio´n acu´stica. Para ello, construiremos la solucio´n uniformemente va´lida para la en-
talp´ıa total del l´ıquido usando los resultados obtenidos en la Sec. 3.2 una vez aplicados
los me´todos de perturbacio´n. De esta manera, escribimos h∗ = h0 +H0 + ǫ(h1 +H1) +
2G′′0 + ǫf
′′
0 , siendo los dos u´ltimos te´rminos los correspondientes al acoplamiento entre
la solucio´n para el campo cercano y el lejano. Para obtener la energ´ıa acu´stica hs radia-
da por la burbuja, de la expresio´n anterior para la entalp´ıa total se deben seleccionar
u´nicamente aquellos te´rminos correspondientes a la propagacio´n de energ´ıa debido al
movimiento del contorno. Asumiendo en primera aproximacio´n que hs ≃ ps/ρ∞, obte-
nemos, en variables con dimensiones,
ps =
ρ∞
r
[
R2(τ)R¨(τ) + 2R(τ)R˙2(τ)
]
− ρ∞
2
R4R˙2
r4
, (3.63)
habie´ndose introducido el tiempo de retardo τ = t− r/c∞. En la Fig. 3.10 se muestra la
presio´n radiada por una burbuja a una distancia r = 20Ro. Como vemos, esta presio´n
radiada o dispersada (scattered pressure en ingle´s), posee dos te´rminos bien diferencia-
dos. El primer te´rmino se corresponde con la propagacio´n de la onda esfe´rica debida a
las pulsaciones de la burbuja inmersa en un medio con cierta compresibilidad. Por el
contrario, el segundo te´rmino representa la propagacio´n instanta´nea de la onda cine´ti-
ca (kinetic wave) debida a las oscilaciones, cuyo decaimiento es mucho ma´s acusado
que el anterior, siendo pra´cticamente despreciable su contribucio´n a la presio´n total
[Leighton (1994)].
Teniendo esto cuenta, y dentro de re´gimen de oscilaciones lineales, la presio´n acu´stica
radiada por la burbuja se puede expresar como ps = ρ∞R3oX¨(τ)/r, para lo cual se ha
asumido que R = Ro(1+X) con |X| ≪ 1. Suponiendo unas oscilaciones monocroma´ticas
de frecuencia ωo, y por tanto una radiacio´n de la forma ps = pˆs exp(−iωot), la amplitud
de esta onda radiada a cualquier distancia r desde el centro de la burbuja se escribe
finalmente
pˆs =
RoPa
(ωn/ωo)
2 − 1− iΓ
eikr
r
, (3.64)
siendo k = ωo/c∞ el nu´mero de onda. Observamos que este resultado se corresponde
con el patro´n de radiacio´n de un monopolo acu´stico. Una vez hallada esta expresio´n,
podemos definir la llamada funcio´n de dispersio´n de la burbuja fs (scattering function)
haciendo pˆs = Pafs exp(ikr)/r, es decir
fs =
Ro
(ωn/ωo)
2 − 1− iΓ . (3.65)
Esta expresio´n nos da una idea de la intensidad de la onda dispersada por la burbuja
en funcio´n de la frecuencia de excitacio´n. Por lo tanto, en relacio´n con la respues-
ta dina´mica, esta intensidad alcanzara´ un ma´ximo para la frecuencia de resonancia
[Hilgenfeldt (1998)].
3.4.1. Seccio´n eficaz de dispersio´n
La potencia acu´stica radiada que atraviesa un diferencial de a´rea situado a una
distancia r de la burbuja se expresa como dPs = Isr
2dΩ, siendo Is la intensidad acu´stica
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Figura 3.10: Radiacio´n acu´stica emitida a una distancia r = 20Ro de una burbuja con Ro = 3
µm. La burbuja oscila de forma no lineal bajo la accio´n de una excitacio´n transitoria de amplitud
ma´xima Pa = 50 kPa, con una frecuencia central de fo = 500 kHz.
de la onda radiada en ese punto, y dΩ el elemento de a´ngulo so´lido. Para distancias
suficientemente grandes, la onda radiada se propaga localmente como una onda plana,
siendo su intensidad Is ≃ |ps|2/2ρ∞c∞. La relacio´n entre la potencia acu´stica radiada
por la burbuja y la intensidad de la excitacio´n acu´stica Ia = |pa|2/2ρ∞c∞, viene dada
por la seccio´n diferencial de dispersio´n, o differential scattering cross section, dσs =
dPs/Ia = |fs|2dΩ, el cual indica la cantidad de energ´ıa dispersada a lo largo de una
determinada direccio´n [Leighton (1994)]. La integral de esta expresio´n alrededor de la
burbuja nos da finalmente la seccio´n eficaz de dispersio´n, o scattering cross section, total
σs =
∫
Ω
|fs|2dΩ = 4πR
2
o[
(ωn/ωo)
2 − 1
]2
+ Γ2
. (3.66)
Este para´metro mide de cierta manera la eficiencia de una burbuja en cuanto a sus
propiedades de dispersio´n acu´stica. No´tese que se podr´ıa llegar al mismo resultado plan-
teando el ca´lculo de la potencia acu´stica disipada en un elemento de a´rea del contorno de
la burbuja debido a las pe´rdidas por reradiacio´n de energ´ıa, es decir dPs = pacR˙R
2
odΩ,
donde pac = 4µacR˙/R ser´ıa el esfuerzo acu´stico ficticio en el contorno de la burbuja.
Como muestra la Fig. 3.11, para excitaciones de alta frecuencia, ωo ≫ ωn, la burbuja
se comporta como un radiadior acu´stico pasivo (no ecoge´nico), ya que, en este l´ımite, las
oscilaciones pueden ser totalmente despreciadas con respecto a su taman˜o. Efectivamen-
te, comprobamos que σs ≃ 4πR2o, que no es ma´s que la seccio´n geome´trica de una esfera
r´ıgida. En la resonancia, en cambio, la burbuja dispersa la energ´ıa acu´stica de forma
activa: la dispersio´n acu´stica, para burbujas mayores de 1 µm, alcanza un valor casi 100
veces ma´s alto que el geome´trico debido a las pulsaciones que realiza en este re´gimen. Es
decir, una burbuja resonante es capaz de dispersar 100 veces ma´s energ´ıa acu´stica que
una part´ıcula r´ıgida del mismo taman˜o. Sin embargo, para bajas frecuencias, ωo ≪ ωn,
este para´metro sufre un decaimiento proporcional a σs ∝ ω4o . A pesar de que en este
l´ımite las burbujas todav´ıa se comportan como radiadiores activos de energ´ıa acu´stica,
la baja frecuencia de excitacio´n hace que la intensidad de dicha energ´ıa sea muy de´bil.
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Figura 3.11: Seccio´n eficaz de dispersio´n para burbujas de distintos taman˜os en funcio´n de la
frecuencia de excitacio´n fo.
Observando estos resultados, queda demostrada la conveniencia del uso de tales
microburbujas como agentes de contraste ultraso´nicos. Efectivamente, estas burbujas,
dada sus propiedades ecoge´nicas, pueden generan una respuesta acu´stica equivalente a
un objeto de taman˜o casi 100 veces mayor. En definitiva, a pesar del pequen˜o taman˜o
de las microburbujas (lo cual por otro lado es o´ptimo para su correcta circulacio´n en el
torrente sangu´ıneo), se podra´ conseguir un realce muy significativo del contraste en las
ima´genes ecogra´ficas usando estas burbujas en vez de otro tipo de agentes no ecoge´nicos.
3.4.2. Seccio´n eficaz de absorcio´n y extincio´n
La potencia disipada en un elemento de a´rea del contorno de la burbuja debido a
la viscosidad y a la trasferencia te´rmica, la cual es absorbida finalmente en forma calor
por el medio, se puede expresar como dPa = (pvis + pth)R˙R
2
odΩ, donde pvis = 4µLR˙/R
y pth = 4µthR˙/R son el esfuerzo viscoso y el esfuerzo te´rmico ficticio en el contorno
de la burbuja respectivamente. Linealizando esta expresio´n, y asumiendo oscilaciones
monocroma´ticas, se obtiene por tanto dPa = 4(µL+µth)ω
2
oR
3
o|Xˆ|2dΩ. De forma ana´loga
a σs, podemos definir la seccio´n eficaz de absorcio´n, o absorption cross section, como la
relacio´n entre la potencia absorbida y la intensidad de la excitacio´n acu´stica, es decir
dσa = dPa/Ia. Integrando alrededor de la burbuja se obtiene finalmente
σa = (Γ/Γac − 1)σs, (3.67)
el cual ha sido expresado en funcio´n del valor de σs y de los coeficientes de amortigua-
miento. Por u´ltimo, se define la seccio´n eficaz de extincio´n, o extinction cross section,
como la suma de los dos para´metros anteriores, es decir
σe = σs + σa = (Γ/Γac)σs. (3.68)
Este para´metro indica por tanto la cantidad total de energ´ıa acu´stica cedida por la onda
externa tras interaccionar con la burbuja: la energ´ıa que adquiere la burbuja para oscilar
finalmente se perdera´ debido a la dispersio´n acu´stica, y a la disipacio´n viscosa y te´rmica.
Como se vera´ en posteriores cap´ıtulos, el valor de σe esta´ ı´ntimamente relacionado con el
coeficiente de atenuacio´n acu´stica α de un medio formado por burbujas en suspensio´n.
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Figura 3.12: Seccio´n eficaz de dispersio´n, absorcio´n y extincio´n para una burbuja de 3 µm.
En la Fig. 3.12 se observa efectivamente que la energ´ıa disipada debido a la vis-
cosidad y a la transferencia te´rmica se hace ma´xima para la frecuencia de resonancia
de la burbuja. Esta energ´ıa disipada sera´ siempre mayor que la energ´ıa acu´stica radia-
da excepto para excitaciones de alta frecuencia, donde el amortiguamiento debido a la
reradiacio´n acu´stica resulta dominante.
3.5. Estabilidad y efectos de difusio´n ma´sica
A continuacio´n veremos el impacto que tienen los mecanismos de difusio´n ma´sica a
trave´s del contorno de una burbuja, y co´mo estos feno´menos modifican su estabilidad y,
eventualmente, su comportamiento dina´mico, debido a la variacio´n temporal del radio
de equilibrio. As´ı pues, una burbuja inmersa en un medio l´ıquido, en ausencia de excita-
cio´n acu´stica, tiende a disolverse gradualmente debido tanto al exceso de presio´n interna
provocado por los efectos de tensio´n superficial, como a la diferencia de concentracio´n
del gas entre el interior y el exterior de la burbuja [Epstein (1950)]. Este feno´meno se
conoce como difusio´n pasiva. Sin embargo, cuando existe una excitacio´n acu´stica exter-
na que provoque las oscilaciones de la burbuja, puede darse el feno´meno contrario: el gas
disuelto en el l´ıquido es bombeado hacia el interior de la burbuja, experimentando un
incremento de su radio de equilibrio a medida que oscila [Hsieh (1961), Crum (1984)].
Este efecto, conocido como difusio´n rectificada, se debe ba´sicamente al desequilibrio
en el flujo de la masa gaseosa entre los instantes donde el radio de la burbuja, y por
tanto su superficie, alcanza valores ma´ximos y mı´nimos respectivamente. De esta ma-
nera, durante un periodo de oscilacio´n, se crea un flujo neto de gas hacia el interior
[Eller (1965)]. Tanto la difusio´n pasiva como la difusio´n rectificada tienen, por tanto,
consecuencias en la estabilidad de las microburbujas en cuanto a su taman˜o.
Una vez analizados los efectos de difusio´n en la estabilidad de la burbuja, podremos
justificar el uso de gases de baja difusividad ma´sica (perfluorocarbonos, hexafluoruro de
azufre,...) en las microburbujas de contraste, y la necesidad de incorporar una barrera
material en su contorno. Este recubrimiento tendra´ como fin disminuir la presio´n interna,
y dificultar la filtracio´n gaseosa, por lo que mejorara´ la estabilidad y supervivencia de
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los agentes de contraste durante el tiempo en que transcurra la exploracio´n o terapia
ultraso´nica [Stride (2003), Ferrara (2007)].
3.5.1. Difusio´n pasiva
Con el fin de analizar la evolucio´n en el tiempo del radio de equilibrio de la burbuja,
se debe plantear en primer lugar la ley Fick generalizada, que es la ecuacio´n diferencial
que modela la difusio´n de la masa gaseoa disuelta en un medio l´ıquido en movimiento,
es decir,
∂C
∂t
+ v · ∇C = Dm∇2C, (3.69)
siendo C la concentracio´n del gas y Dm su difusividad ma´sica. Para calcular la trans-
ferencia de masa a trave´s de la burbuja, debemos imponer unas condiciones para la
concentracio´n del gas en su contorno, Cw, la cual viene dada por la ley de Henry,
Cw = pg/HD, siendo HD la constante de Henry de la disolucio´n. Como vemos, esta
ecuacio´n, como sus condiciones de contorno, esta´n acopladas con la ecuacio´n del movi-
miento de la fase l´ıquida, y en general, con la dina´mica de las oscilaciones de la burbuja,
con lo cual su resolucio´n exacta es inabordable.
En el caso en que la burbuja no este´ sometida a ninguna excitacio´n acu´stica, po-
demos simplificar el problema asumiendo que el te´rmino convectivo en la ley de Fick
es despreciable dada la ausencia de oscilaciones. Para esta situacio´n, donde la evolu-
cio´n del radio de la burbuja como la variacio´n de Cw son lo suficientemente lentos
[Epstein (1950), Neppiras (1980)], se tiene
R˙o =
CoDm
ρg
(
C∞
Co
− 1− 2σ
p∞Ro
)(
1
Ro
+
1√
πDmt
)
, (3.70)
siendo C∞ la concentracio´n de equilibrio, y Co la concentracio´n de saturacio´n, la cual
se relaciona con la concentracio´n en el contorno por Cw/Co = 1+2σ/p∞Ro. Se observa
que, incluso cuando C∞ = Co, la burbuja terminara´ por disolverse debido a la presio´n de
Laplace. Como ejemplo, en la Fig. 3.13 se observa que una burbuja de 10 µm tarda unas
6 veces ma´s en disolverse en agua saturada de aire, que en agua con C∞ = 0. Por otro
lado, comprobamos efectivamente que para este taman˜o inicial, es posible la disolucio´n
completa en agua supersaturada. Como era de esperar, a medida que el taman˜o de
equilibrio inicial es ma´s pequen˜o, el tiempo de disolucio´n sera´ menor, sin embargo, en
condiciones de supersaturario´n, estas burbujas presentan una mayor estabilidad frente a
su crecimiento por difusio´n pasiva. Obviamente, cuanto ma´s pequen˜a sea la difusividad
ma´sica del gas, mayor tiempo caracter´ıstico tendra´ el proceso de disolucio´n, por lo que
la burbuja sera´ ma´s estable.
3.5.2. Difusio´n rectificada
Durante la disolucio´n pasiva, el movimiento del contorno de la burbuja se asume, en
primera aproximacio´n, cuasiesta´tico, por lo que los te´rminos convectivos que aparecen en
la ley de Fick generalizada (3.69) pueden ser ignorados. Sin embargo, cuando una excita-
cio´n acu´stica externa hace que la burbuja comience a oscilar, estos te´rminos no podra´n
despreciarse. Esto hace, en definitiva, que el problema dina´mico este´ acoplado con el
problema de transferencia de masa. Con el fin de encontrar una solucio´n aproximada,
Hsieh y Plesset [Hsieh (1961)] modelaron el comportamiento de pequen˜as oscilaciones
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Figura 3.13: Evolucio´n, debida a la difusio´n pasiva, del radio de equilibrio Ro∗ = Ro/Roi de
una burbuja inmersa en agua con distintas concentraciones de aire α1 = C∞/Co. El tiempo se ha
adimensionalizado por t∗ = t/to, con to = R
2
oiρg/CoDm el tiempo caracter´ıstico. Tanto α1 = 1.1
como α1 = 1.25 son los valores de supersaturacio´n ma´s cercanos al umbral del crecimiento por
difusio´n pasiva para cada taman˜o.
de una burbuja inmersa en un medio l´ıquido saturado de gas a la misma presio´n que el
interior de la burbuja. Esta aproximacio´n esta´ planteada para frecuencias de excitacio´n
lo suficientemente pequen˜as, donde se cumple que las oscilaciones son isote´rmicas y no
resonantes, y para longitudes caracter´ısticas de difusio´n δD ∼ (Dm/ωo)1/2 menores que
el radio de la burbuja Ro, tal que la difusio´n pasiva sea despreciable. Teniendo en cuenta
los efectos de la tensio´n superficial [Neppiras (1980)], pero ignorando los efectos viscosos
y te´rmicos, se obtiene
R˙o =
2
3
CoDm
ρgRo
(
Pa
p∞
)2(
1 +
2σ
p∞Ro
)
, (3.71)
donde Pa es la amplitud de la excitacio´n acu´stica. Como podemos comprobar, bajo las
condiciones antes comentadas, la burbuja excitada por la accio´n de un campo acu´stico
experimenta siempre un crecimiento de su taman˜o de equilibrio dado que R˙o > 0, el cual
es independiente de la frecuencia de excitacio´n. Para que este resultado pueda ser apli-
cado a burbujas de cualquier taman˜o, incluso resonantes, la expresio´n debe ser corregida
con el factor f(ωo) = [(1− ω2o/ω2n)2 + ω2oΓ2/ω2n]−1, estando el coeficiente de amortigua-
miento Γ evaluado para la frecuencia de resonancia [Safar (1968), Kapustina (1970)].
El resultado anterior es va´lido para las oscilaciones de una burbuja inmersa en un
l´ıquido saturado de gas. Sin embargo, cuando la concentracio´n de gas es diferente a la
de saturacio´n, la disolucio´n de la burbuja debido a la difusio´n pasiva compite con el cre-
cimiento provocado por la difusio´n rectificada. Para esta situacio´n, se puede establecer
un umbral de presiones acu´sticas Pa que separe ambas tendencias. Imponiendo que el
flujo neto de masa gaseosa a trave´s del contorno de la burbuja sea nulo cuando entran
en juego ambos feno´menos, se llega a [Neppiras (1980)]
P 2a
p2∞
=
3
2f(ωo)
(
1 + 2σ/p∞Ro − C∞/Co
1 + 2σ/p∞Ro
)
(3.72)
Segu´n la expresio´n anterior, a medida que se incrementa el taman˜o de equilibrio de
la burbuja, el umbral tiende a disminuir hasta alcanzar el radio de resonancia para la
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frecuencia de excitacio´n dada. Una vez superado este punto, el umbral crece ra´pidamente
a medida que el taman˜o de la burbuja aumenta.
3.6. Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha llevado a cabo una revisio´n de la formulacio´n general de la
dina´mica de burbujas con el fin de caracterizar su comportamiento acu´stico frente a
excitaciones externas. Usando me´todos de perturbacio´n sobre la fase l´ıquida, se han
obtenido las ecuaciones que gobiernan la dina´mica de las oscilaciones radiales de las
burbujas con errores de hasta O(ǫ2), siendo ǫ equivalente al nu´mero de Mach asociado a
la velocidad del contorno. Estas ecuaciones no lineales permiten el ana´lisis de los feno´me-
nos asociados a la cavitacio´n y a la sonoluminiscencia, en los cuales se producen colapsos
muy ra´pidos por parte de las burbujas. Al mismo tiempo, se ha estudiado el compor-
tamiento termodina´mico linealizado de la fase gaseosa, obteniendo una correccio´n para
la ley de evolucio´n politro´pica la cual tiene en cuenta las pe´rdidas por transferencia
de calor. Finalmente, la linealizacio´n de la ecuacio´n general de la dina´mica radial de
las oscilaciones nos permite identificar tanto la frecuencia natural, como las distintas
componentes del amortiguamiento total: viscoso, te´rmico y acu´stico. Por tanto, a trave´s
de la definicio´n de una viscosidad lineal efectiva, hemos podido plantear una ecuacio´n
de Rayleigh-Plesset corregida y va´lida para l´ıquidos con cierta compresibilidad.
Con el fin de cuantificar la desviacio´n del comportamiento linealizado, se ha ob-
tenido un umbral que predice a partir de que´ presiones acu´sticas una burbuja oscila
de forma no lineal bajo una excitacio´n a una determinada frecuencia. Este resultado
es u´til a la hora de seleccionar el voltaje a aplicar sobre el transductor piezoele´ctrico
en los distintos montajes experimentales propuestos en el siguiente cap´ıtulo, los cuales
pretenden caracterizar las propiedades acu´sticas lineales de las microburbujas. Por otro
lado, la formulacio´n de la dina´mica lineal nos permite caracterizar el espectro de las
oscilaciones, las cuales se relacionan con las propiedades de dispersio´n acu´stica de las
burbujas. As´ı pues, los resultados revelan que estas oscilan de forma resonante para
determinadas frecuencias, lo que implica una elevada dispersio´n de energ´ıa acu´stica. Es
esta propiedad ecoge´nica la que convierte a las microburbujas en un excepcional agente
de contraste ultraso´nico para su uso en aplicaciones cl´ınicas.
Bibliograf´ıa
[Rayleigh (1917)] Lord Rayleigh, “On the pressure developed in a liquid during the
collapse of a spherical cavity.” Phil. Mag., vol. 34(200), pp. 94 – 98 (1917)
[Blake (1987)] J. Blake & D. Gibson, “Cavitation bubbles near boundaries.” Ann. Rev.
Fluid Mech., vol. 19, pp. 99 – 123 (1987)
[Plesset (1949)] M. Plesset, “The dynamics of cavitation bubbles.” J. Appl. Mech., vol.
16, pp. 277 – 282 (1949)
[Flynn (1975)] H. Flynn, “Cavitation dynamics I: a mathematical formulation.” J.
Acoust. Soc. Am., vol. 57, pp. 1379 – 1396 (1975)
[Lauterborn (1976)] W. Lauterborn, “Numerical investigations of nonlinear oscillations
of gas bubbles in liquids.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 59(2), pp. 283 – 293 (1976)
BIBLIOGRAFI´A 51
[Neppiras (1980)] E. Neppiras, “Acoustic cavitation.” Phys. Rep., vol. 61, pp. 159 – 251
(1980)
[Keller (1980)] J. Keller & M. Miksis, “Bubble oscillations of large amplitude.” J.
Acoust. Soc. Am., vol. 68, pp. 628 – 633 (1980)
[Trilling (1952)] L. Trilling, “The collapse and rebound of a gas bubble.” J. Appl. Phys.,
vol. 23, pp. 24 – 17 (1952)
[Feng (1997)] Z. Feng & L. Leal, “Nonlinear bubble dynamics.” Ann. Rev. Fluid Mech.,
vol. 29, pp. 201 – 243 (1997)
[Devin (1959)] C. Devin, “Survey of thermal, radiation and viscous damping of pulsa-
ting air bubbles in water.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 31, pp. 1654 – 1667 (1959)
[Eller (1970)] A. Eller, “Damping constants of pulsating bubbles.” J. Acoust. Soc. Am.,
vol. 47, pp. 1469 – 1470 (1970)
[Chapman (1972)] R. Chapman & M. Plesset, “Thermal effects in the free oscillations
os gas bubbles.” J. Basic. Eng., vol. 94, pp. 142 – 145 (1972)
[Prosperetti (1974)] A. Prosperetti, “Nonlinear oscillations of gas bubbles in liquids:
steady-state solutions.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 56(3), pp. 878 – 885 (1974)
[Prosperetti (1977)] A. Prosperetti, “Thermal effects and damping mechanisms in the
forced radial oscillations of gas bubbles in liquids.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 61,
pp. 17 – 27 (1977)
[Crum (1983)] L. Crum, “The polytropic exponent of gas contained within iar bubbles
pulsating in a liquid.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 73, pp. 116 – 120 (1983)
[Gaitan (1992)] D. Gaitan, L. Crum, C. Church & R. Roy, “Sonoluminiscence and bub-
ble dynamics for a single, stable, cavitation bubble.” J. Acoust. Soc. Am., vol.
91(6), pp. 3166 – 3183 (1992)
[Putterman (1994)] S. Putterman, “Sonoluminiscence: sound into light.” Sc. Am., vol.
272(2), pp. 46 – 51 (1994)
[Lohse (2001)] D. Lohse, B. Schmitz & M. Versluis, “Snapping shrimp make flashing
bubbles.” Nature, vol. 413, pp. 477 – 478 (2001)
[Brenner (2002)] M. Brenner, S. Hilgenfeldt & D. Lohse, “Single-bubble sonolumines-
cence.” Rev. Mod. Phys., vol. 74, pp. 425 – 484 (2002)
[Minnaert (1933)] M. Minnaert, “On musical air-bubbles and the sound of running wa-
ter.” Philosophical Magazine, vol. 16(104), pp. 235 – 248 (1933)
[Gremiak (1968)] R. Gremiak & P.M. Shah, “Echocardiography of the aortic root.”
Invest. Radiol., vol. 3, pp. 356 – 388 (1968)
[Leighton (1994)] T.G. Leighton, The acoustic bubble, Academic Press, London, 1994
[Hilgenfeldt (1998)] S. Hilgenfeldt, D. Lohse & M. Zomack, “Response of bubbles to
diagnostic ultrasound: a unifying theoretical approach.” Eur. Phys. J. B, vol. 4,
pp. 247 – 255 (1998)
52 CAPI´TULO 3. ANA´LISIS DE LA DINA´MICA DE MICROBURBUJAS
[de Jong (2002)] N. de Jong, A. Bouakaz & P. Frinking, “Basic acoustic properties of
microbubbles.” Echocardiography, vol. 19(3), pp. 229 – 240 (2002)
[Stride (2003)] E. Stride, & N. Saffari, “Microbubble ultrasound contrast agents: a re-
view.” Proc. Instn Mech. Engrs, vol. 217, part H: J. Engineering in Medicine, pp.
429 – 447 (2003)
[Prosperetti (1986)] A. Prosperetti & A. Lezzi, “Bubble dynamics in a compressible
liquid. Part 1. First-order theory.” J. Fluid Mech., vol. 168, pp. 457 – 478 (1986)
[Plesset (1960)] M. Plesset & D. Hsieh, “Theory of gas bubble dynamics in oscillating
pressure fields.” Phys. Fluids vol. 3, pp. 882 – 892 (1960)
[Prosperetti (1988)] A. Prosperetti, L. Crum & K. Commander, “Nonlinear bubble dy-
namics.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 83(2), pp. 502 – 514 (1988)
[Prosperetti (1991)] A. Prosperetti, “The thermal behaviour of oscillating gas bubbles.”
J. Fluid Mech., vol. 222, pp. 587 – 616 (1991)
[Brennen (1995)] C. Brennen, Cavitation and bubble dynamics, Oxford University Press,
New York, 1995
[Epstein (1950)] P. Epstein & M. Plesset, “On the stability of gas bubbles in liquid-gas
solutions.” J. Chem. Phys., vol. 18, pp. 1505 – 1509 (1950)
[Hsieh (1961)] D. Hsieh & M. Plesset, “Theory of rectified diffusion of mass into gas
bubbles.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 33, pp. 206 – 215 (1961)
[Crum (1984)] L. Crum, “Rectified diffusion.” Ultrasonics, vol. 22, pp. 215 – 223 (1984)
[Ferrara (2007)] K. Ferrara, R. Pollard & M. Borden, “Ultrasound microbubble con-
trast agents: fundamentals and application to gene and drug delivery.” Annu. Rev.
Biomed. Eng., vol. 9, pp. 415 – 447 (2007)
[Safar (1968)] M. Safar, “Comments on paper concerning rectified diffusion of cavitation
bubbles.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 43, pp. 1188 – 1189 (1968)
[Kapustina (1970)] O. Kapustina, “Gas bubble in a small-amplitude sound field.” Sov.
Phys. Acoust., vol. 15, pp. 427 – 438 (1970)
[Eller (1965)] A. Eller & H. Flynn, “Rectified diffusion through nonlinear pulsations of
cavtitation bubbles.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 37, pp. 493 – 503 (1965)
Cap´ıtulo 4
Generacio´n y caracterizacio´n
acu´stica de agentes de contraste
monodispersos
El espectro de atenuacio´n acu´stica para diferentes suspensiones de microburbujas
recubiertas por fosfol´ıpidos, ha sido medido con el fin de caracterizar el comporamiento
acu´stico lineal de este tipo de agentes de contraste ultraso´nicos. Para tal propo´sito, estas
microburbujas han sido generadas con una distribucio´n de taman˜o muy estrecha hacien-
do uso de te´cnicas microfluidas operadas en dos reg´ımenes diferentes: flow-focusing y
co-flow. Mostramos que los agentes de contraste monodispersos optimizan la respuesta
ecoge´nica estrechando el espectro de atenuacio´n, el cual presenta un pico ma´ximo para
un valor de frecuencia correspondiente a la frecuencia de resonancia media de las bur-
bujas. El bajo ı´ndice de polidispersio´n de nuestras muestras hace que le estimacio´n de
las propiedades viscoela´sticas que definen al recubrimiento lip´ıdico sea ma´s precisa, ya
que estas pueden variar segu´n el radio de equilibrio de las burbujas. Los resultados, por
tanto, muestran la gran ventaja de tratar con poblaciones monodispersas de burbujas
para la caracterizacio´n acu´stica de los agentes de contraste ultraso´nicos.1
4.1. Introduccio´n
Los agentes de contraste ultraso´nicos son pequen˜as microburbujas llenas de gas,
con taman˜os que van desde 1 µm hasta 12 µm, las cuales son inyectadas en el to-
rrente sangu´ıneo con el fin de incrementar la ecogenicidad de la sangre con respec-
to a los tejidos circundates. A parte de las aplicaciones me´dicas para la mejora del
contraste en ima´genes ecogra´ficas [Gremiak (1968), Stride (2003), Calliada (1998)], es-
tos agentes tienen tambie´n un gran potencial para ser usados como portadores de
fa´rmacos y genes en diferentes terapias para el tratamiento de enfermedades de for-
ma localizada [Dijkmans (2004), Ferrara (2007), Unger (2004)]. Como resultado de su
compresibilidad, las microburbujas realizan oscilaciones volume´tricas que dan lugar
a un fuerte eco resonante cuando son excitadas por una onda ultraso´nica a una de-
1Basado en el art´ıculo original: Miguel A. Parrales, Juan M. Ferna´ndez, Miguel Pe´rez-Saborid, Jo-
nathan A. Kopechek, Tyrone M. Porter, “Acoustic characterization of monodisperse lipid-coated micro-
bubbles: relationship between size and shell viscoelastic properties” submitted at J. Acoust. Soc. Am.,
(2013)
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terminada frecuencia. En consecuencia, estas dispersan mucha ma´s energ´ıa acu´stica
que la que dispersar´ıan part´ıculas r´ıgidas del mismo taman˜o, o incluso ma´s grandes
[Hoff (1996), de Jong (2002), Hilgenfeldt (1998)]. Las microburbujas de contraste para
aplicaciones me´dicas esta´n comunmente recubiertas por una capa de fosfol´ıpidos para
prevenir la ra´pida disolucio´n del nu´cleo gaseoso, ya que reduce la tensio´n de Laplace
dentro de la burbuja [Doinikov (2011)]. En consecuencia, las propiedades viscoelasti-
cas de tales recubrimientos hacen que las microburbujas aumenten sus frecuencia de
resonancia. Por otro lado, el eco ultraso´nico de los agentes de contraste tendra´ una
componente extra de atenuacio´n debido a la disipacio´n viscosa del fosfol´ıpido durante
las oscilaciones de las microburbujas [Marmottant (2005), Doinikov (2011)].
Algunos estudios previos han venido caracterizado el comportamiento acu´stico li-
neal de suspensiones de microburbujas de contraste midiendo el espectro de atenuacio´n
acu´stica [de Jong (1992), Marsh (1997)]. Si la suspensio´n tiene una distribucio´n de ta-
man˜os lo suficiente estrecha, las curvas de atenuacio´n poseera´n un pico ma´ximo para un
valor de frecuencia correspondiente a la frecuencia de resonancia media de las burbujas.
El nivel de atenuacio´n para cada frecuencia sera´ proporcional a la concentracio´n de
microburbujas de la muestra, siendo esto solamente va´lido para aquellas bajas concen-
traciones donde la dispersio´n mu´ltiple entre burbujas puede ser ignorada [Marsh (1997)].
En este rango, podemos hacer uso de la teor´ıa de dispersio´n simple para estimar expe-
rimentalmente las propiedades viscoela´sticas del material encapsulante, de acuerdo con
el modelo linealizado de Marmottant et al. [Marmottant (2005)]. Como ha sido repor-
tado, el comportamiento viscoela´sico de los recubrimientos lip´ıdicos no es lineal, y en
consecuencia, los para´metros que lo definen pueden variar segu´n el taman˜o de equilibrio
de la burbuja [Doinikov (2009)]. Dado que en el presente estudio tratamos con muestras
monodispersas, nuestro me´todo experimental asegura una estimacio´n precisa de la pro-
piedades del encapsulamiento, eliminando la incertidumbre que aparecer´ıa si se usase
muestras polidispersas.
En este estudio, mostramos que las suspensiones de agentes de contraste monodis-
persos optimiza la respuesta ecoge´nica estrechando el espectro de atenuacio´n acu´stica.
Encontramos que el efecto de la polidispersio´n en los taman˜os de las burbujas juega un
papel muy importante en el comportamiento espectral de la atenuacio´n. De hecho, altos
ı´ndices de polidispersio´n hacen que el pico ma´ximo de atenuacio´n se aplane y se ensan-
che, de manera que la frecuencia media de resonancia de la muestra, y por tanto las
propiedades viscoela´sticas del recubrimiento, sean dif´ıciles de identificar con precisio´n
[Gong (2010)].
4.2. Dina´mica de burbujas encapsuladas
Una microburbuja esfe´rica aislada, con un radio de equilibrio Ro en reposo, perma-
nece inmersa en un medio l´ıquido infinito, con una densidad ρ∞ y viscosidad µL, bajo
una presio´n hidrosta´tica p∞. Cualquier perturbacio´n acu´stica pa con una longitud de
onda caracter´ıstica λ ≫ Ro, hara´ que la burbuja realice oscilaciones radiales, mante-
niendo su geometr´ıa esfe´rica. Aplicando las ecuaciones del movimiento incompresible de
un fluido sobre la microburbuja, y realizando un balance entre las fuerzas de incercia en
su contorno y la diferencia de presio´n en el l´ıquido que la rodea, se llega a la conocida
ecuacio´n de Rayleigh-Plesset [Prosperetti (1986), Hilgenfeldt (1998)], la cual gobierna
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las oscilaciones radiales de la microburbuja
RR¨+
3
2
R˙2 =
1
ρ∞
(pL − pa − p∞), (4.1)
donde pL representa a la presio´n del l´ıquido justo en el contorno externo de la burbuja.
Este te´rmino podra´ ser relacionado con la presio´n del gas en el interior pg estableciendo
un balance de esfuerzos normales en el contorno.
Como se ha analizado, las burbujas son inestables en cuanto a su taman˜o de equi-
librio debido a los efectos de difusio´n ma´sica. Para evitar esto, se propone entonces
incorporar un recubrimiento que, junto a la baja difusividad del gas Dm, ralentice lo
ma´ximo posible tanto los procesos de difusio´n pasiva, como el crecimiento por difusio´n
rectificada. En el uso de microburbujas como agentes de contraste, el efecto ma´s im-
portante a contrarestar es la disolucio´n pasiva del gas en el torrente sangu´ıneo. De esta
manera, el recubrimiento hace que la rapidez con la que var´ıa el radio de equilibrio
alcance un valor estacionario tal que [Ferrara (2007), Borden (2002)]
R˙o =
L
Ro/Dm +Πs
(
C∞/Co − 1− 2σo/p∞Ro
1 + 3σo/4p∞Ro
)
, (4.2)
donde L es el coeficiente de Ostwald del gas, σo es la tensio´n superficial total del ma-
terial encapsulante, y Πs es la resistencia del recubrimiento a la permeabilidad del gas
[Borden (2002)]. Esta expresio´n revela que el tiempo de disolucio´n de una burbuja de
perfluorobutano (PFB) encapsulada por una monocapa de fosfol´ıpidos es 6 o´rdenes de
magnitud mayor que el de una burbuja de aire sin recubrir [Ferrara (2007)]. El tiempo
caracter´ıstico de desaparicio´n de una burbuja de aire de 5 µm, en agua saturada, es de
0.1 s aproximadamente, lo que hace inviable su uso cl´ınico como agente de contraste. Sin
embargo, una burbuja de PFB del mismo taman˜o y recubierta, puede mantener pra´cti-
camente su radio inicial hasta pasadas 3 horas en agua degasificada, lapso de tiempo
suficiente para realizar la inspeccio´n o tratamiento me´dico por ultrasonidos.
4.2.1. Modelo viscoela´stico Kelvin-Voigt
Los efectos del recubrimiento en la dina´mica de la microburbuja pueden ser mode-
lados de acuerdo con la formulacio´n pionera propuesta por Roy et al. [Roy (1990)] y
Church [Church (1995)], en la cual se deriva una ecuacio´n tipo Rayleigh-Plesset tenien-
do en cuenta la presencia de un material incompresible, de espesor finito, en el contorno
de la burbuja,
RinR¨in
[
1 +
(
ρ∞ − ρs
ρs
)
Rin
Rout
]
+
+ R˙2in
[
3
2
+
(
ρ∞ − ρs
ρs
)(
4R3out −R3in
2R3out
)
Rin
Rout
]
=
1
ρs
(pL − pa − p∞),
(4.3)
donde ρs es la densidad del material encapsulante, con Rin y Rout el radio interior y
exterior a la membrana respectivamente. En este caso, el balance de esfuerzos normales
en el contorno se expresa como
pL = pg − 2σin
Rin
− 2σout
Rout
− 4µER
2
inR˙in
R3out
+ 3
∫ Rout
Rin
τSrr
r
dr, (4.4)
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siendo pg = pg0(Rin/R0in)
−3κ la presio´n del gas en el interior, σin y σout la tensio´n
superficial de la interfase material/gas y material/l´ıquido respectivamente, µE la visco-
sidad efectiva del l´ıquido, y τSrr la componente radial de la parte desviadora del tensor
de esfuerzos del material encapsulante. No´tese que la condicio´n de incompresibilidad
nos liga la evolucio´n los radios interior y exterior a trave´s de R3out−R3in = R30out−R30in.
La anterior ecuacio´n es general y permite trabajar con cualquier material simplemente
introduciendo sus propiedades reolo´gicas en el tensor de esfuerzos.
En el caso de que el material del recubrimiento se comporte como un so´lido vis-
coela´stico tipo Kelvin-Voigt, tendremos τSrr = 2ζs∂ds/∂r + 2µs∂us/∂r, donde ζs y µs
representan la elasticidad y la viscosidad del recubrimiento respectivamente, con ds(r, t)
y us(r, t) su campo de desplazamientos y velocidades radiales [Doinikov (2011)]. Con el
fin de modelar de forma aproximada los recubrimientos de fosfol´ıpidos, muy comunes en
la elaboracio´n de agentes de contraste comerciales, podremos considerar que el espesor
ǫs de la membrana (entre 1 nm y 4 nm) tiende a un valor nulo. De esta manera, la
ecuacio´n para la dina´mica de la burbuja encapsulada se escribe
RR¨+
3
2
R˙2 = − 1
ρ∞
(pa+ p∞)+
1
ρ∞
[
pg0
(
R
Ro
)−3κ
− 2σ(R)
R
− 4µE R˙
R
− 4κs R˙
R2
]
, (4.5)
la cual coincide con lo propuesto por Marmottant et al. [Marmottant (2005)]. En este
modelo, se trabaja con una tensio´n superficial efectiva dada por σ(R) ≃ 2χ(R/Ro−1) en
el re´gimen ela´stico lineal, habie´ndose definido el mo´dulo ela´stico χ = 3ǫsζs ≫ σo, donde
σo = σin+σout. Por otro lado la viscosidad superficial se define como κs = 3ǫsµs. Estas
dos propiedades viscoela´sticas son desconocidas a priori, por lo que deben estimarse de
manera experimental [Marmottant (2005), Doinikov (2011)].
4.2.2. Comportamiento acu´stico lineal
Dado que estamos interesados en el ana´lisis lineal de las propiedades acu´sticas de
las microburbujas de contraste, la ecuacio´n de Rayleigh-Plesset debe ser linealizada
asumiendo unas oscilaciones de pequen˜a amplitud tales que R ≃ Ro(1+X), con |X| ≪ 1.
Por lo tanto, la ecuacio´n para la dina´mica lineal de las oscilaciones radiales resulta
[Prosperetti (1977), Prosperetti (1988)]
X¨ + 2dX˙ + ω2nX = −
pa
ρ∞R2o
, (4.6)
donde d = 2µE/ρ∞R2o+2κs/ρ∞R3o es el factor de amortiguamiento y ωn es la frecuencia
natural de la burbuja, definida por
ω2n =
3κp∞
ρ∞R2o
+
4χ
ρ∞R3o
. (4.7)
Esta ecuacio´n diferencial muestra que la microburbuja se comporta como un oscilador
armo´nico amortiguado, cuyas oscilaciones alcanzan su ma´xima amplitud cuando es exci-
tada a ωn. Si comparamos con una microburbuja sin recubrir, observamos que el efecto
del encapsulamiento an˜ade un mecanismo extra de disipacio´n viscosa. Adema´s, como se
comprueba, la presencia de este recubrimiento implica tambie´n una mayor frecuencia
natural debido a la rigidez aportada por la membrana lip´ıdica [Doinikov (2011)].
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El movimiento pulsatorio del contorno hace que la burbuja se comporte como fuente
monopolar de radiacio´n acu´stica: la energ´ıa acu´stica externa sera´ dispersada debido a
los mecanismos de reradiacio´n [Hilgenfeldt (1998)]. La intensidad de esta fuente puede
ser expresada en funcio´n del movimiento del contorno. Por tanto, la presio´n acu´stica
radiada a una distancia r del centro de la burbuja, inducida por las oscilaciones radiales
en el re´gimen lineal, resulta ps = ρ∞R3oX¨(τ)/r, donde τ = t− r/c∞ es el tiempo retar-
dado. Asumiendo excitaciones monocroma´ticas pa = Pa exp (−iωot), y por tanto unas
oscilaciones X = Xˆ exp (−iωot), podemos expresar la amplitud de estas oscilaciones
como Xˆ = −Pa[(ωn/ωo)2− 1− iΓ]−1/ρ∞ω2oR2o, siendo Γ = 2d/ωo el coeficiente adimen-
sional de amortiguamiento. As´ı pues, considerando que ps = pˆs exp (−iωot), escribimos
finalmente
pˆs =
PaRo
(ωn/ωo)2 − 1− iΓ
eikr
r
= Pafs
eikr
r
(4.8)
donde k = ωo/c∞ es el nu´mero de onda, y fs = Ro[(ωn/ωo)2 − 1 − iΓ]−1 es la funcio´n
de dispersio´n omnidireccional. Por lo tanto, en relacio´n con la respuesta oscilatoria, el
sonido dispersado por la microburbuja alcanzara´ su ma´ximo para la frecuencia natural
[de Jong (1992), Hilgenfeldt (1998)].
La relacio´n entre la potencia acu´stica total dispersada y la intensidad de la exci-
tacio´n viene dada por la seccio´n eficaz de dispersio´n, la cual puede ser escrita como
σs = 4π|fs|2. Este para´metro, por tanto, mide la eficiencia de la microburbuja como
dispersor del sonido [Hilgenfeldt (1998)]. Por otro lado, la seccio´n eficaz de absorcio´n
σa estara´ relacionada con la eficiencia en disipar la energ´ıa acu´stica [de Jong (1992)],
y viene dada por σa = (Γ/Γac − 1)σs, donde Γac es el coeficiente de amortiguamien-
to acu´stico. Finalmente, la potencia acu´stica total eliminada por la burbuja puede ser
calculada mediante la seccio´n eficaz de extincio´n, σe = σs + σa, la cual se escribe
σe = 4πΓ|fs|2/Γac = 4πR
2
oΓ/Γac[
(ωn/ωo)
2 − 1
]2
+ Γ2
. (4.9)
Podemos comprobar que este para´metro depende de las propiedades viscoela´sticas del
fosfol´ıpido a trave´s de la frecuencia natural y del coeficiente de armotiguamiento, por lo
que σe = σe(Ro, ωo, χ, κs). La seccio´n eficaz de extincio´n esta´ estrechamente ligado a las
propiedades de atenuacio´n acu´stica de una suspensio´n de burbujas como se mostrara´ a
continuacio´n [de Jong (1992)].
Asumamos ahora una suspension diluida de microburbujas a una concentracio´n
relativamente baja y homoge´nea δ (burbujas por metro cu´bico), de manera que los
feno´menos de dispersio´n mu´ltiple puedan ser ignorados. Por otro lado, la distribucio´n
de taman˜os de la poblacio´n de burbujas estara´ dado por la funcio´n de densidad de
probabilidad f(Ro). El decaimiento de la intensidad acu´stica I de una onda que recorre
una distancia dz a trave´s de la suspension viene dada por dI(z) = −αI(z)dz, donde α
es el coficiente de atenuacio´n [de Jong (1992)]. El origen de esta pe´rdida de intensidad
se debe a la extincio´n de energ´ıa acu´stica, la cual representa la energ´ıa total eliminada
por las burbujas mediante dispersio´n acu´stica y absorcio´n o disipacio´n. Segu´n la teor´ıa
de dispersio´n simple, el coeficiente de atenuacio´n, por superposicio´n lineal, puede ser
expresado en te´rminos de la seccio´n eficaz de extincio´n como
α =
∫ ∞
0
δσef(Ro)dRo. (4.10)
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No´tese que, si la suspensio´n de microburbujas fuese monodispersa, este para´metro ser´ıa
simplemente α = δσe. En este caso, el valor ma´ximo de la atenuacio´n se alcanzara´ para
la frecuencia natural de las burbujas ωn. Experimentalmente, el cofieciente de atenua-
cio´n de cada muestra se obtendra´ a trave´s de la comparacio´n de la intensidad acu´stica
transmitida, con una medida de referencia Iref asociada a un medio libre de burbujas
[Marsh (1997), Gong (2010), Kopechek (2011)]. Ma´s detalles sobre la caracterizacio´n
experimental y las medidas de atenuacio´n se dara´n en la Sec. 4.3.
4.3. Materiales y me´todos
Los me´todos tradicionales para la generacio´n de microburbujas de contraste, como
la sonicacio´n o agitacio´n meca´nica, dan lugar a suspensiones con un alto ı´ndicie de po-
lidispersio´n, siendo imposible manipular y controlar el dia´metro medio y la distribucio´n
de taman˜os resultante. No obstante, estos me´todos esta´n ampliamente extendidos en
aplicaciones me´dicas y farmaceu´ticas debido a su bajo coste, su simplicidad y su eleva-
do ratio de produccio´n [Stride (2009]. Sin embargo, con el fin de mejorar y optimizar
la respuesta acu´stica colectiva de las burbujas en las aplicaciones cl´ınicas descritas, es
necesario desarrollar un me´todo sencillo y repetitivo para producir microburbujas mono-
dispersas. Por otro lado, la caracterizacio´n acu´stica de los agentes de contraste sera´ ma´s
precisa si se usa suspensiones monodisersas en vez de polidispersas [Gong (2010)].
G
as
 t
an
k
Syringe pump
Microscope
Microdevice
Liquid inlet
Gas inlet
Microbubbles outlet
Figura 4.1: Montaje experimental microflu´ıdico para la produccio´n de microburbujas de con-
traste. El esquema del microdispositivo flow-focusing esta´ inspirado por Hettiarachchi et al.
[Hettiarachchi (2007)]
.
4.3.1. Generacio´n de microburbujas monodisperas
La produccio´n masiva de microburbujas de contraste monodispersas (103 a 105
µburburjas/segundo) puede ser lograda usando te´cnicas microflu´ıdicas [Gordillo (2004),
Garstecki (2005), Garstecki (2005)]. En nuestro caso, hemos fabricado diferentes micro-
dispositivos de polidimetilsiloxano (PDMS) siguiendo me´todos de litograf´ıa blanda. La
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geometr´ıa de los microcanales de los dispositivos ha sido disen˜ada para poder operarlos
bajo dos reg´ımenes diferentes de generacio´n de microburbujas: flow-focusing y co-flow.
Una vez que los microcanales son copiados al dispositivo de PDMS, este es tratado en
un horno de plasma para luego ser sellado sobre un cristal portamuetras con el fin de
monitorizar la produccio´n de microburbujas usando un microscopio invertido (Fig. 4.1).
Para el disen˜o del microdispositivo flow-focusing, hemos seguido el propuesto por
Hettiarachchi et al. [Hettiarachchi (2007)]. Para generar las microburbujas de contraste,
una solucio´n acuosa de l´ıpidos y el gas octofluoropropano son impulsados a trave´s de sus
respectivos microcanales. El caudal de la solucio´n lip´ıdica (∼ 0.3 ml/h) esta´ controlado
con una bomba de jeringa (KDS100, Fisher Scientific), mientras que la presio´n del
octofluoropropano (∼ 6 psi), y por tanto su flujo, se controla con una regulador de
presio´n montado sobre la bombona de gas (Fig. 4.1). Manteniendo el caudal del l´ıquido
y la presio´n del gas constante, se pueden producir suspensiones de microburbujas con
una distribucio´n de taman˜os muy estrecha [Hettiarachchi (2007), Gong (2010)]. Por
otro lado, para el disen˜o del microdispositivo co-flow, hemos elegido el inspirado por
Castro-Hernandez et al. [Castro-Hernandez (2011)]. En este caso, se usa aire en vez
de octofluoropropano, manteniendo la misma solucio´n de l´ıpidos. El flujo de gas y de
l´ıquido es controlado ahora por dos reguladores de presio´n independientes, de manera
que las presiones de operacio´n son del order de 2.30 y 2.50 bar respectivamente.
Figura 4.2: Generacio´n de microburbujas de contraste. (a) Microdispositivo flow-focusing. (b)
Microdispositivo co-flow. (c) Micrograf´ıa de una muestra monodispersa con un taman˜o medio
de burbuja de 12 µm aproximadamente.
Se puede comprobar que, para generar microburbujas monodispersas con el mismo
taman˜o medio, necesitamos presiones ma´s altas cuando se usa el dispositivo co-flow,
por lo que puede presentar un riesgo de dan˜o meca´nico ma´s elevado. En contraste, los
dispositivos flow-focusing tienen un mayor riesgo de bloqueo dado que el dia´metro de
su orificio (7 µm) es casi diez veces ma´s pequen˜o que la anchura del microcanal en la
configuracio´n co-flow (50 µm) como se observa en Fig. 4.2. Por u´ltimo, la gran ventaja
del disen˜o de estos u´ltimos microdispositivos es el elevado ratio de produccio´n (hasta 105
µburburjas/segundo), lo que da lugar a suspensiones altamente concentradas de agentes
de contraste monodispersos. Con el fin de recolectar las microburbujas recubiertas para
las medidas de distribucio´n de taman˜os y su caracterizacio´n acu´stica, una punta de
pipeta es insertada en el orificio de salida del microdispositivo. Finlamente, la suspensio´n
resultante es recogida del interior de la pipeta de forma sucesiva usando una jeringuilla
dotada de una aguja hipode´rmica.
El montaje experimental microflu´ıdico usado, nos permite controlar el taman˜o me-
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dio de las microburbujas de contraste simplemente ajustando la presio´n del gas y el
caudal del l´ıquido. Un microscopio invertido (Nikon) es usado tanto para monitorizar la
produccio´n de burbujas, como para capturar micrograf´ıas de la suspension para su ca-
racterizacio´n visual. La distribucio´n de taman˜os de cada muestra es finalmente medida
usando un Coulter Counter (Z2, Beckman Coulter, Inc.), o por me´todos de difraccio´n
la´ser (LA-950, Horiba Scientific). Con el fin de comparar la caracterizacio´n acu´stica
experimental, con las predicciones teo´ricas para la atenuacio´n de las muestras, la distri-
bucio´n de taman˜os obtenida es ajustada de forma anal´ıtica por una funcio´n de densidad
tipo Weibull (Fig. 4.3), la cual se escribe
f(Ro) =
µK
R¯o
(
µ
Ro
R¯o
)K−1
e
−
(
µRo
R¯o
)K
, (4.11)
donde R¯o es el radio medio de la distribucio´n, y µ = [(K − 1)/K]1/K .
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Figura 4.3: Distribucio´n de taman˜os medido con Coulter Counter, ajustada con una funcio´n
de densidad tipo Weibull con K = 6.8 y R¯o ≃ 2.85 µm.
En los experimentos, las microburbujas han sido recubiertas por una monocapa de
fosfol´ıpidos hecha de la mezcla DPPC, DPPA and DPPE-PEG5000 en un ratio mo-
lar 81:8:10. Para favorecer la mezcla, la preparacio´n de la solucio´n de l´ıpidos comienza
con la disolucio´n de los polvos de fosfol´ıpidos en cloroformo, el cual es posteriormen-
te evaporado usando un rotavapor. La pel´ıcula l´ıp´ıdica resultante tras la evaporacio´n
es rehidratada con una solucio´n de 10% glycerol, 10% propylene glycol y 80% agua
desionizada [Hettiarachchi (2007), Gong (2010)]. Antes de ser bombeada a trave´s de
los microdispositivos, la solucio´n de l´ıpidos es sonicada y filtrada para destruir y elimi-
nar posibleas agregados, polvo y part´ıculas de gran taman˜o que pudieran bloquear los
microcanales.
4.3.2. Caracterizacio´n acu´stica
El espectro de atenuacio´n en diferentes muestras monodispersas se ha medido con
el fin de caracterizar las propiedades acu´sticas de las suspensiones de microburbujas de
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contraste (Fig. 4.4). Para tal propo´sito, ha sido fabricado un contenedor de muestras
para confinar la suspensio´n durante los experimentos. El contenedor, hecho de polime-
tilmetacrilato (PMMA), contiene una ventana acu´stica consistente en una ca´mara de 4
mm de profundidad, la cual esta´ cubierta por dos la´minas de Mylar (PET) de 12 µm
de espesor. Por otro lado, dos transductores piezoele´ctricos diferentes, con 2.25 MHz
(Panametrics, USA) y 1 MHz (Met-flow, Switzerland) de frecuencia central respecti-
vamente, se usaron como transmisores acu´sticos. De esta manera, antes de realizar las
medidas, el contenedor de muestras es sumergido en una tanque de agua desionizada y
es posicionado en frente de un reflector de acero, el cual se situa en la regio´n focal del
transductor.
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Figura 4.4: Montaje experimental acu´stico (correspondiente al transductor de 2.25 MHz) para
la medida de la atenuacio´n en suspensiones de microburbujas de contraste.
El primer transductor ha sido operado como transmisor/receptor con el fin de medir
la sen˜al acu´stica resultante utilizando un mismo dispositivo, siendo excitado por un
generador de pulsos (5072PR, Panametrics, USA). Por tanto, el transductor emite un
pulso acu´stico que viaja tanto a trave´s del agua como de la ca´mara de muestras, vol-
viendo de nuevo a la superficie activa del transductor despue´s de reflejarse en el bloque
de acero. Estas reflexiones son amplificados por el propio generador de pulsos, y son
digitalizadas por un osciloscopio (Wavesurfer 64XS, LeCroy, USA) antes de ser guarda-
das en un PC para el posterior ana´lisis espectral [Gong (2010), Kopechek (2011)]. En
contraste, el transductor de 1 MHz ha sido operado como transmisor, siendo excitado
segu´n una sen˜al de onda cuadrada de un solo ciclo (65% duty cycle) generada por un
generador de ondas arbitrario (3390, Keithley Instruments). En este caso, se prescinde
del reflector de acero, usa´ndose en cambio un hidro´fono de aguja (100-100-1, Mu¨ller)
con el fin de medir directamente la sen˜al acu´stica transmitida. Esta sen˜al es finalmente
amplificada (MVA-10, Mu¨ller) antes de ser digitalizada.
Como etapa preliminar a las medidas de atenuacio´n, es necesario adquirir y guardar
la sen˜al de referencia del transductor. El espectro de transmisio´n acu´stica de referen-
cia Iref , medido para un muestra libre de burbujas, se muestra en la Fig. 4.5 para el
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transductor de 1 MHz. Efectivamente, observamos que la intensidad ma´xima transmi-
tida se alcanza, aproximadamente, para la frecuencia central del transductor dada por
el fabricante. En cambio, cuando se usa una muestra de microburbujas de contraste, la
transmisio´n que se mide Isample cambia debido a las propiedades de dispersio´n y absor-
cio´n de las burbujas, las cuales son dependientes de la frecuencia de excitacio´n. Como
se puede comprobar, una banda prohidia de transmisio´n, notablemente estrecha, apa-
rece en consecuencia. Por tanto, usando la expresio´n dI = −αI(z)dz, podremos escribir
finalmente el coefieciente de atenuacio´n de cada muestra como
α =
1
l
ln
(
Iref
Isample
)
, (4.12)
donde l es la distancia total que recorre la onda acu´stica a trave´s de la suspensio´n de
microburbujas.
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Figura 4.5: Espectro de la transmisio´n acu´stica de la sen˜al de referencia (usando el transductor
de 1 MHz), y la correspondiente a una muestra monodispersa de microburbujas.
4.4. Resultados y discusio´n
Usando en primer lugar el microdispositivo flow-focusing, hemos generado diferentes
muestras de microburbujas encapsuladas con muy bajo ı´ndice de polidispersio´n, estando
su dia´metro medio en torno a 5.9± 0.2 µm como muestra la Fig. 4.3. En la Fig. 4.6 se
muestran las medidas del coeficiente de atenuacio´n para suspensiones monodispersas,
excitadas por el transductor de 2.25 MHz. Vemos que el espectro de atenuacio´n posee un
pico ma´ximo, muy estrecho, en torno a la frecuencia de resonancia media de las burbujas,
como predice la teor´ıa. A pesar de que la generacio´n de las burbujas fue llevada a cabo
usando el mismo microdispositivo con unas condiciones operacionales fijas, el taman˜o
medio de cada muestra var´ıa ligeramente, y en consecuencia, observamos un pequen˜o
desplazamiento en la frecuencia de atenuacio´n ma´xima. De menor a mayor concentracio´n
de burbujas en la Fig. 4.6, el pico ma´ximo medido se da para 1.29, 1.29, 1.31 y 1.37 MHz,
correspondiente a radios medios de 3, 3, 2.95 y 2.85 µm respectivamente. Como se ha
dicho, se observa que el espectro de atenuacio´n es notablemente estrecho alrededor del
pico de resonancia, lo cual es debido a una distribucio´n de taman˜os cuasi-monodisperso.
En cambio, cuando se usa una muestra polidispersa generada por agitacio´n, vemos en
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la Fig. 4.7 que la atenuacio´n medida presenta un espectro mucho ma´s ancho, con un
pico de resonancia aplanado y dif´ıcil de identificar [Gong (2010), Gorce (2000)].
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
x 106
0
2
4
6
8
10
Frequency (Hz)
A
tt
en
u
a
ti
o
n
(d
B
/
cm
)
 
 
40 µm
Figura 4.6: Coeficiente de atenuacio´n para una muestra monodispersa (R¯o ≃ 3 µm) a diferentes
concentraciones. ◦: δ = 1.4 × 103, : δ = 3.5 × 103, ⋄: δ = 5.3 × 103 and +: δ = 6.5 ×
103 microbubbles/ml. Las curvas azules (–) representan la atenuacio´n teo´rica ajustada. Los
para´metros viscoela´sticos resultantes son: mo´dulo ela´stico χ = 0.28 N/m, y viscosidad superficial
κs = 3× 10−8 kg/s.
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Figura 4.7: Coeficiente de atenuacio´n para una muestra polidispersa a diferentes concentra-
ciones. ◦: δ = 1.2×105, : δ = 2.2×105, ⋄: δ = 3.1×105 and +: δ = 4.5×105 microbubbles/ml.
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De los anteriores resultados, comprobamos que el nivel de atenuacio´n para cada
frecuencia es proporcional a la concentracio´n de microburbujas en cada muestra. Este
escalado es solamente va´lido para suspensiones con una baja concentracio´n, de manera
que los feno´menos de dispersio´n mu´ltiple pueden ser despreciados [Marsh (1997)]. En
este rango de concentraciones, usaremos la teor´ıa de dispersio´n simple (Sec. 4.2) para
obtener la energ´ıa acu´stica total eliminada por las microburbujas: el coeficiente de ate-
nuacio´n de la muestra es proporcional a la suma de la seccio´n eficaz de extincio´n de
las burbujas. Como se ha demostrado, la extincio´n depende del taman˜o de la micro-
burbuja, de la frecuencia de excitacio´n y, finalmente, de las propiedades viscoela´sticas
del recubrimiento lip´ıdico, es decir, σe(Ro, ωo, χ, κs). Aunque resulta muy complicado
medir experimentalmente la elasticidad y viscosidad por me´todos directos, se puede
realizar una estimacio´n ajustando las predicciones de la teor´ıa de dispersio´n simple
con las medidas de atenuacio´n obtenidas [Unger (2004), Hoff (1996), de Jong (2002),
de Jong (1992), de Jong (2009)]. De acuerdo con la distribucio´n de taman˜os de las mues-
tras monodispersas, se ha logrado ajustar de forma satisfactoria las curvas de atenuacio´n
teo´rica estableciendo un valor χ = 0.28 N/m para el mo´dulo ela´stico, y κs = 3 × 10−8
kg/s para la viscosidad superficial del recubrimiento (Fig. 4.6). Estos valores estimados
esta´n en muy buena consonancia con los obtenidos por estudios experimentales previos
[Sarkar (2005), van der Meer (2007), Sijl (2008), Tu (2009)].
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Figura 4.8: Coeficiente de atenuacio´n para diferente muestras monodispersas. (a) R¯o = 3.7
µm, (b) R¯o = 4.8 µm, (c) R¯o = 5.5 µm, (d) R¯o = 6.3 µm.
Como se espera para las muestras polidispersas, la dificultad en la identificacio´n
tanto del pico de de resonancia principal, como del ancho de banda asociado a los
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mecanismos de disipacio´n (Fig. 4.7), conduce a un alto rango de incertidumbre en la
estimacio´n de los para´metros que definen el recubrimiento [Gong (2010)]. Adema´s, el
hecho de que el comportamiento viscoela´stico real del encapsulamiento sea no lineal,
como mucho autores han reportado, puede causar importantes errores en la etapa de
estimacio´n dado que estos para´metros var´ıan con el radio de equilibrio de la microburbu-
ja. Para confirmar experimentalmente este efecto no lineal, se ha medido la atenuacio´n
acu´stica para muestras monodispersas con distintas distribuciones de taman˜os y ra-
dios medios, generadas usando microdispositivos con configuracio´n co-flow. Para tal
fin, estas muestras se excitaron con el transductor de 1 MHz, adquiriendose las sen˜ales
transmitidas directamente con el hidro´fono de aguja. Los resultados experimentales y
las curvas ajustadas se representan en la Fig. 4.8. Como podemos comprobar, el pico
de resonancia principal toma valores de frecuencia decrecientes a medida que el taman˜o
medio de las burbujas aumenta, lo que esta´ en consonancia con las predicciones teo´ricas.
Finalmente, los parametros viscoela´sticos estimados para cada muestra se representan
en el Cuadro 4.1 y en la Fig. 4.9. Estos resultados son coherentes con la tendencia
encontrada por Doinikov et al., la cual muestra que tanto el mo´dulo ela´stico como la
viscosidad superficial, aumentan linealmente a medida que el taman˜o de equilibrio de
las microburbujas crece [Doinikov (2011), Tu (2009), Doinikov (2009)]. Las pendien-
tes resultantes de cada regresio´n lineal son 1.8 × 105 y 9 × 10−3 respectivamente. De
hecho, esta correccio´n no lineal para el modelo viscoela´stico es capaz de explicar de
forma natural el comportamiento compression-only encontrado por Marmottant et al.
cuando las microburbujas encapsuladas realizan oscilaciones moderadamente amplias
[Marmottant (2005), Doinikov (2009)].
R¯o (µm) fn (MHz) χ (N/m) κs (×10−8 kg/s)
2.9 1.37 0.28 3.0
3.7 1.14 0.35 3.6
4.8 0.84 0.50 4.2
5.5 0.78 0.76 5.4
6.3 0.70 0.85 6.0
Cuadro 4.1: Resultados obtenidos para la caracterizacio´n acu´stica, y para la estimacio´n de las
propiedades viscoela´sticas del recubrimiendo lip´ıdico usando muestras de agentes de contraste
monodispersos con diferentes taman˜os medios de microburbuja.
4.5. Conclusiones
En este estudio, hemos medido el espectro de atenuacio´n acu´stica para suspensiones
de microburbujas encapsuladas por fosfol´ıpidos sobre un rango de frecuencias que incluye
la frecuencia natural de estas. La atenuacio´n para muestras monodispersas se caracteriza
por tener un espectro con una ancho de banda muy estrecho alrededor de la resonancia.
Los resultados obtenidos en este trabajo experimental muestran la gran ventaja de usar
suspensiones monodispersas para la caracterizacio´n acu´stica de agentes de contraste
ultraso´nicos. De hecho, las te´cnicas microflu´ıdicas, como las usadas en este trabajo
(flow-focusing y co-flow), permiten producir microburbujas de contraste monodispersas
de forma masiva, con un preciso control sobre su taman˜o medio. Ademas, las medidas
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Figura 4.9: Estimacio´n experimental de los para´metros viscoela´sticos en funcio´n del radio
de equilibrio medio para distintas muestras monodispersas. (a) Regresio´n lineal para el mo´dulo
ela´stico: χ = 1.8 × 105R¯o − 0.28. (b) Regre´sio´n lineal para la viscosidad superficial: κs =
9× 10−3R¯o + 2.7× 10−9.
experimentales de la atenuacio´n de esta suspensiones (para bajas concentraciones) nos
da, de forma indirecta, una estimacio´n para los para´metros viscoela´sticos que definen
al recubrimiento lip´ıdico. Como ha sido reportado por varios autores, estos para´metros
var´ıan con el radio de equilibrio de la burbuja debido al comportamiento no lineal de la
membrana. Dado que, para la caracterizacio´n acu´stica, usamos muestras monodispersas,
nuestro me´todo experimental asegura una estimacio´n precisa para las propiedades del
recubrimiento. Este me´todo elimina, por tanto, la incertidumbre que aparecer´ıa al tratar
con muestras polidispersas de microburbujas como comunmente se hace.
Bibliograf´ıa
[Gremiak (1968)] R. Gremiak & P.M. Shah, “Echocardiography of the aortic root.”
Invest. Radiol., vol. 3, pp. 356 – 388 (1968)
[Stride (2003)] E. Stride & N. Saffari, “Microbubble ultrasound contrast agents: a re-
view.” Proc. Instn Mech. Engrs, vol. 217, Part H: J. Engineering in Medicine, pp.
429 – 447 (2003)
[Calliada (1998)] F. Calliada, R. Campani, O. Bottinelli, A. Bozzini & M.G. Sommaru-
ga, “Ultrasound contrast agents: basic principles.” European Journal of Radiology,
vol. 27, pp. 157 – 160 (1998)
[Dijkmans (2004)] P.A. Dijkmans, L.J.M. Juffermans, R.J.P Musters, A. van Wamel,
F.J. ten Cate, W. van Gilst, C.A. Visser, N. de Jong & O. Kamp, “Microbubbles
and ultrasound: from diagnosis to therapy.” Eur. J. Echocardiography, vol. 5, pp.
245 – 256 (2004)
BIBLIOGRAFI´A 67
[Ferrara (2007)] K. Ferrara, R. Pollard & M. Borden, “Ultrasound microbubble con-
trast agents: fundamentals and application to gene and drug delivery.” Annu. Rev.
Biomed. Eng., vol. 9, pp. 415 – 447 (2007)
[Unger (2004)] E.C. Unger, T. Porter, W. Culp, R. Labell, T. Matsunaga & R. Zutshi,
“Therapeutic applications of lipid-coated microbubbles.” Advanced Drug Delivery
Reviews, vol. 56, pp. 1291 – 1314, (2004)
[Hoff (1996)] L. Hoff, “Acoustic properties of ultrasonic contrast agents.” Ultrasonics,
vol. 34, pp. 591 – 593 (1996)
[de Jong (2002)] N. de Jong, A. Bouakaz & P. Frinking, “Basic acoustic properties of
microbubbles.” Echocardiography, vol. 19(3), pp. 229 – 240 (2002)
[de Jong (1992)] N. de Jong & L. Hoff, “Absorption and scatter of encapsulated gas
filled microspheres.” Ultrasonics, vol. 30(2), pp. 95 – 103 (1992)
[Marsh (1997)] J.N. Marsh & C.S. Hall, “Broadband through-transmission signal loss
measurements of Albunex suspensions.” J. Acoust. Soc. Am, vol. 34(2), pp. 1155 –
1161 (1997)
[Marmottant (2005)] P. Marmottant, S. van der Meer, M. Emmer, M. Versluis, N. de
Jong, S. Hilgenfeldt & D. Lohse, “A model for large amplitude oscillations of coated
bubbles accounting for buckling and rupture.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 118(6), pp.
3499 – 3505 (2005)
[Doinikov (2011)] A. Doinikov & A. Bouakaz, “Review of shell models for contrast agent
microbubbles.” IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency
Control, vol. 58(5), pp. 981 – 993 (2011)
[Borden (2002)] M. Borden & M. Longo, “Dissolution behavior of lipid monolayer-
coated, air-filled microbubbles: effect of lipid hydrophobic chain length.” Langmuir,
vol. 18, pp. 9225 – 9233 (2002)
[Roy (1990)] R. Roy, C. Church & A. Calabrese, “Cavitation produced by short pulses of
ultrasound.” Frontiers of Nonlinear Acoustics: Proceedings of 12th ISNA, London,
UK, Elsevier, pp. 476 – 481 (1990)
[Church (1995)] C. Church, “The effect of an elastic solid surface layer on the radial
pulsations of gas bubbles.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 97(3), pp. 1510 – 1521 (1995)
[Prosperetti (1986)] A. Prosperetti & A. Lezzi, “Bubble dynamics in a compressible
liquid. Part 1. First-order theory.” J. Fluid Mech., vol. 168, pp. 457 – 478 (1986)
[Devin (1959)] C. Devin, “Survey of thermal, radiation, and viscous damping of pul-
sating air bubbles in water.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 31(12), pp. 1654 – 1667
(1959)
[Prosperetti (1977)] A. Prosperetti, “Thermal effects and damping mechanisms in the
forced radial oscillations of gas bubbles in liquids.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 61(1),
pp. 17 – 27 (1977)
68 CAPI´TULO 4. GENERACIO´N Y CARACTERIZACIO´N ACU´STICA DE UCA MONODISPERSOS
[Prosperetti (1988)] A. Prosperetti, L. Crum & K. Commander, “Nonlinear bubble dy-
namics.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 83(2), pp. 502 – 514 (1988)
[Hilgenfeldt (1998)] S. Hilgenfeldt, D. Lohse & M. Zomack, “Response of bubbles to
diagnostic ultrasound: a unifying theoretical approach.” Eur. Phys. J. B, vol. 4,
pp. 247 – 255 (1998)
[Stride (2009] E. Stride & M. Edirisinghe, “Novel preparation techniques for controlling
microbubble uniformity: a comparison.” Med. Biol. Eng. Comput., vol. 47, pp. 883
– 892 (2009)
[Hettiarachchi (2007)] K. Hettiarachchi, E. Talu, M.L. Longo, P.A. Dayton & A.P. Lee,
“On-chip generation of microbubbles as a practical technology for manufacturing
contrast agents for ultrasonic imaging.” Lab Chip, vol. 7, pp. 463 – 468 (2007)
[Castro-Hernandez (2011)] E. Castro-Hernandez, W. van Hoeve, D. Lohse & J.M. Gor-
dillo, “Microbubble generation in a co-flow device operated in a new regime.” Lab
Chip, vol. 11, pp. 2023 – 2029 (2011)
[Gordillo (2004)] J.M. Gordillo, Z.D. Cheng, A.M. Ganan-Calvo, M. Marquez & D.A.
Weitz, “A new device for the generation of microbubbles.” Phys. Fluids, vol. 16
(2004)
[Garstecki (2005)] P. Garstecki, H.A. Stone & G.M. Whitesides, “Mechanism for flowra-
te controlled breakup in confined geometries: A route to monodisperse emulsions.”
Phys. Rev. Lett., vol. 94 (2005)
[Garstecki (2005)] P. Garstecki, A.M. Ganan-Calvo & G.M. Whitesides, “Formation of
bubbles and droplets in microfluidic systems.” Bull. Pol. Acad. Sci., vol. 53(4), pp.
361 – 372, (2005)
[Sarkar (2005)] K. Sarkar, W.T. Shi, D. Chatterjee & F. Forsberg, “Characterization
of ultrasound contrast microbubbles using in vitro experiments and viscous and
viscoelastic interface models for encapsulation.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 118(1),
pp. 539 – 550 (2005)
[van der Meer (2007)] S. van der Meer, B. Dollet, M. Voormolen, C. Chin, A. Boukaz,
N. de Jong, M. Versluis & D. Lohse, “Microbubble spectroscopy of ultrasound
contrast agents.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 121(1), pp. 648 – 656 (2007)
[Sijl (2008)] J. Sijl, E. Gaud, P. Frinking, M. Arditi, N. de Jong, D. Lohse & M. Versluis,
“Acoustic characterization of single ultrasound contrast agent microbubbles.” J.
Acoust. Soc. Am., vol. 124(6), pp. 4091 – 4097 (2008)
[de Jong (2009)] N. de Jong, M. Emmer, A. van Wammel & M. Versluis, “Ultrasonic
characterization of ultrasound contrast agents.” Med. Biol. Eng. Comput., vol. 47,
pp. 861 – 873 (2009)
[Doinikov (2009)] A. Doinikov, J. Haac & P. Dayton, “Modeling of nonlinear viscous
stress in encapsulating shells of lipid-coated contrast agent microbubbles.” Ultra-
sonics., vol. 49, pp. 269 – 275 (2009)
BIBLIOGRAFI´A 69
[Tu (2009)] J. Tu, J. Guan, Y. Qiu & T. Matula, “Estimating the shell parameters of
SonoVue microbubbles using light scattering.” J. Acoust. Soc. Am., vol. 126(6),
pp. 2954 – 2962 (2009)
[Gong (2010)] Y. Gong, M. Cabodi & T. Porter, “Relationship between size and fre-
quency dependent attenuation of monodisperse populations of lipid coated micro-
bubbles.” Bubble Science, Engineering and Technology, vol. 2(2), pp. 41 – 47 (2010)
[Kopechek (2011)] J. Kopechek, K. Haworth, J. Raymond, T. Douglas-Mast, S. Pe-
rrin, M. Klegerman, S. Huang, T. Porter, D. McPherson & C. Holland, “Acoustic
characterization of echogenic liposomes: Frequency-dependent attenuation and ba-
ckscatter.” J. Acoust. Soc. Am., Volume 130(5), pp. 3472 – 3482 (2011)
[Gorce (2000)] J.M. Gorce, M. Arditi & M. Schneider, “Influence of bubble size dis-
tribution on the echogenicity of ultrasound contrast agents: a study of SonoVue.”
Investigative Radiology, vol. 35(11), pp. 661 – 671 (2000)
70 CAPI´TULO 4. GENERACIO´N Y CARACTERIZACIO´N ACU´STICA DE UCA MONODISPERSOS
Cap´ıtulo 5
Dina´mica acoplada de
microburbujas y dispersio´n
mu´ltiple
La dina´mica de las oscilaciones acopladas entre las burbujas dentro de una nube ha
sido formulada con el fin de reconocer y analizar los distintos comportamientos colec-
tivos en el re´gimen lineal. En consecuencia, se han estudiado los modos de oscilaciones
colectivas que aparecen en una nube esfe´rica a trave´s de la resolucio´n del problema de
autovalores asociado. A continuacio´n, se ha analizado nume´rica y teo´ricamente la res-
puesta de la nube ante excitaciones acu´sticas externas, identifica´ndose las frecuencias
de resonancia ligadas a cada modo colectivo. Una vez caracterizadas las oscilaciones
colectivas, se han estudiado las propiedades acu´sticas de las nubes de microburbujas
a trave´s del ana´lisis de la seccio´n eficaz de dispersio´n. De esta manera, los distintos
reg´ımenes de dispersio´n que aparecen han sido analizados de forma nume´rica y teo´rica
con el propo´sito de predecir el comportamiento y la propagacio´n de las ondas acu´sticas
a trave´s de nubes de burbujas.
5.1. Introduccio´n
Tanto la dispersio´n del sonido como la propagacio´n de ondas a trave´s de suspen-
siones de burbujas son feno´menos que se han venido estudiando profundamente du-
rante las u´ltimas de´cadas. La principal razo´n de estos estudios es explicar y analizar
el alto impacto de las burbujas de aire en la propagacio´n acu´stica: su alta compre-
sibilidad con respecto al medio l´ıquido, junto al comportamiento de naturaleza reso-
nante, hacen de la burbuja un elemento muy eficiente en cuanto a la dispersio´n del
sonido, cambiando de forma apreciable las propiedades acu´sticas de la mezcla bifa´sica
[Wood (1932), Wijngaarden (1968)]. De hecho, las aplicaciones en la industria qu´ımica,
o en campos tales como la oceanograf´ıa y ma´s recientemente en la farmacia y medicina,
han guiado el desarrollo de numerosos trabajos teo´ricos, nume´ricos y experimentales en
los u´ltimos an˜os [Ha¨ıat (2011), Fuster (2011)].
El estudio cla´sico de la propagacio´n y dispersio´n de ondas acu´sticas a trave´s de nubes
elimina la interaccio´n entre las burbujas, lo cual es generalmente va´lido por debajo de
cierto nivel de fracciones de vac´ıo. Sin embargo, el hecho de retener estas interacciones en
la dina´mica de las oscilaciones, nos revela comportamientos ma´s complejos presentes en
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multitud de aplicaciones. Este acoplamiento dina´mico, por tanto, constituye un caso de
gran intere´s en diversos campos de la f´ısica y la teconolog´ıa. En cuanto a la aplicaciones
oceanogra´ficas, la comprensio´n de estos feno´menos permiten, entre otras cosas, el disen˜o
de te´cnicas de deteccio´n de bancos de peces [Hahn (2007)], y el estudio del ruido de
fondo generado por burbujas ocea´nicas, el cual puede afectar a la adquisicio´n de sen˜ales
de so´nar [Sarkar (1993), Sarkar (1994)]. En segundo lugar, el ana´lisis detallado de las
interacciones entre burbujas permiten describir y controlar el comportamiento de las
nubes de cavitacio´n presentes en te´cnicas industriales como la limpieza de superficies
[Bremond (2006)], o en procedimientos cl´ınicos como la litotripsia por ondas de choque
[Arora (2007)].
Por u´ltimo, el desarrollo de las microburbujas como agentes de contraste en diagnosis
por ultrasonidos me´dicos, obliga a establecer nuevos modelos que predigan el compor-
tamiento acu´stico de suspensiones monodispersas. El uso cl´ınico de este nuevo tipo de
contraste, para el cual el acoplamiento entre burbujas puede ser cr´ıtico, supondr´ıa una
mejor´ıa en la precisio´n de las te´cnicas de diagnosis. Por tanto, el estudio de la dina´mica
acoplada y la dispersio´n acu´stica en nubes monodispersas, nos permitira´ caracterizar el
comportamiento colectivo de las burbujas con el fin de definir nuevos procedimientos
cl´ınicos para la diagnosis por ultrasonidos [Ha¨ıat (2011)].
5.2. Dina´mica acoplada de burbujas
La ecuacio´n diferencial que modela la dina´mica acoplada de una burbuja i dentro
de una poblacio´n de N burbujas se puede plantear an˜adiendo en la ecuacio´n corregida
de Rayleigh-Plesset la excitacio´n debida a las ondas dispersadas por las burbujas que
la rodean [Zeravcic (2011)]. La contribucio´n de la onda cine´tica se ignorara´ debido a
que tiene un ra´pido decaimiento espacial, por lo que puede ser despreciada incluso a
distancias relativamente pequen˜as [Leighton (1994)]. As´ı pues, escribimos
RiR¨i +
3
2
R˙2i =−
1
ρ∞
(pai + p∞) +
1
ρ∞
[
pg0i
(
Ri
Roi
)−3κ
− 2σ
Ri
− 4µEi R˙i
Ri
]
−
− 1
ρ∞
N∑
j 6=i
ρ∞
rij
[
R2j (τij)R¨j(τij) + 2Rj(τij)R˙j
2
(τij)
]
,
(5.1)
siendo τij = t− rij/c∞ el tiempo retardado, con rij la distancia entre los centros de la
burbuja i y la burbuja j, las cuales estara´n situadas en puntos aleatorios del espacio
definidos por sus coordenadas ri = [xi, yi, zi]. Esta ecuacio´n, por tanto, gobierna de
forma completa las oscilaciones de las burbujas dentro de una nube, teniendo en cuenta
todos sus mecanismos de amortiguamiento y todas las interacciones dina´micas entre el
resto de burbujas.
La linealizacio´n de la expresio´n (5.1) alrededor del radio de equilibrio de las burbu-
jas nos lleva al siguiente sistema de osciladores armo´nicos acoplados [Feuillade (1995),
Zeravcic (2011)]
X¨i + 2diX˙i + ω
2
niXi = −
1
ρ∞R2oi

pai + N∑
j 6=i
ρ∞R3oj
X¨j(τij)
rij

 , (5.2)
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Figura 5.1: Esquema de la dina´mica acoplada y oscilaciones colectivas en nubes de burbujas.
Una onda plana, la cual se propaga a lo largo del eje z, excita a las burbujas induciendo sobre
ellas unas oscilaciones dadas por Xi. La posicio´n de las burbujas, localizadas aleatoriamente en
el espacio, viene dada por el vector ri.
donde se ha asumido que Ri = Roi(1 + Xi), con |Xi| ≪ 1. Sea una excitacio´n mono-
croma´tica provocada por la onda plana pa = Pa exp(ıkz) exp(−ıωot), la cual se propaga
a lo largo del eje z como se representa en la Fig. 5.1. En consecuencia, las burbujas rea-
lizara´n unas oscilaciones de la forma Xi = Xˆi exp(ıkzi) exp(−ıωot). As´ı pues, la solucio´n
para la dina´mica acoplada sera´
Xˆi =
−1/ρ∞ω2oR2oi
(ωni/ωo)
2 − 1− ıΓi

Pa − N∑
j 6=i
ρ∞ω2oR
3
ojXˆje
ık(zj−zi) e
ıkrij
rij

 , (5.3)
expresio´n que constituye un sistema lineal de N ecuaciones para las N inco´gnitas
Xˆ1, . . . , XˆN asociadas a las oscilaciones de cada burbuja. No´tese que estamos traba-
jando con una amplitud compleja definida por Xˆi = |Xˆi| exp (ıφi), siendo |Xˆi| = εi la
amplitud de las oscilaciones y φi su fase con respecto a la excitacio´n. Como vemos, esta
solucio´n es similar a la correspondiente para las oscilaciones de una burbuja excitada
de forma aislada, excepto por la componente debida a la dina´mica de las burbujas que
la rodean. Este te´rmino de acoplamiento actu´a como una fuente de excitacio´n acu´stica
secundaria, modificando por tanto la amplitud y fase final de las oscilaciones de las
burbujas que forman la nube. En notacio´n matricial, el sistema lineal de ecuaciones
representado por la expresio´n (5.3) se puede reescribir de la manera(
K− ω2oM
)
Xˆ = −Π, (5.4)
siendo Xˆ = [Xˆ1 . . . , XˆN ] el vector de oscilaciones, y Π = Pa[R
−2
o1 . . . , R
−2
oN ]/ρ∞ el vector
de excitacio´n. La matriz de rigidez K es una matriz diagonal cuyos elementos esta´n
formados por las frecuencias naturales de cada burbuja, es decir, Kii = ω
2
ni. Finalmente,
la matriz de inercia M estara´ definida por
Mij =


1 + ıΓi si i = j
R3oj
R2oi
eık(zj−zi) e
ıkrij
rij
si i 6= j
(5.5)
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la cual sera´ sime´trica solamente para el caso de poblaciones monodispersas de burbujas
en el l´ımite de medio incompresible. La resolucio´n del sistema (5.4) nos permitira´ cono-
cer de forma directa la amplitud y fase de las oscilaciones de cada burbuja teniendo en
cuenta el acoplamiento dina´mico presente en la nube [Feuillade (1995)]. Como se obser-
va, los te´rminos de la diagonal en ambas matrices contienen la informacio´n relativa a
la dina´mica de la burbuja como ente individual y aislado (frecuencia natural y amorti-
guamiento). Por el contrario, cada te´rmino fuera de la diagonal de la matriz de inercia
respresenta el acoplamiento dina´mico entre pares de burbujas, el cual no depende de
las propiedades de estas, sino de sus dimensiones, separacio´n y longitud de onda de la
excitacio´n. Comprobamos que si la distancia entre burbujas es infinitamente grande,
rij → ∞, los te´rminos de acoplamiento tienden a un valor nulo y la matriz de inercia
sera´ diagonal. En consecuencia, las ecuaciones del sistema (5.4) quedan desacopladas.
Es decir, en este l´ımite las oscilaciones de las burbujas no se afectara´n mutuamente,
como era de esperar.
5.2.1. Modos de oscilaciones colectivas
Si consideramos una excitacio´n acu´stica nula, podremos resolver el problema de auto-
valores asociado al sistema dina´mico acoplado con el fin de obtener las frecuencias natu-
rales y los modos de oscilaciones colectivas de la poblacio´n de burbujas [Zeravcic (2011)].
No´tese que existira´n tantos modos y frecuencias propias como nu´mero de burbujas haya
en la nube. As´ı pues, si llamamos λv a los autovalores y Xˆv a los autovectores corres-
pondientes, podemos escribir
(K− λvM) Xˆv = 0. (5.6)
Como se puede comprobar, las matrices de rigidez e inercia dependen de la frecuencia
de excitacio´n a trave´s de la frecuencia natural de la burbuja, del coeficiente de amor-
tiguamiento, y finalmente de los te´rminos de acoplamiento. Esto hace que el ca´lculo
exacto de los modos y frecuencias naturales colectivas a trave´s del problema de au-
tovalores sea inabordable de forma general. Sin embargo, podemos realizar algunas
hipo´tesis para eliminar la dependencia con ωo de estas matrices. Por un lado, si el me-
dio en donde se encuentran inmersas las burbujas se puede considerar incompresible,
los te´rminos de acoplamiento se podra´n aproximar por R3ojR
−2
oi /rij , de manera que los
efectos dina´micos se acoplan de forma instanta´nea. Por otro lado, como ya se demostro´,
las oscilaciones de las microburbujas de entre 1 µm y 10 µm de taman˜o son esencial-
mente isote´rmicas [Prosperetti (1988)], pudie´ndose aproximar su frecuencia natural por
ωn = [pg0(3 −W )/ρ∞R2o]1/2. Por u´ltimo, si suponemos un coeficiente Γi ≪ 1 duran-
te las oscilaciones, podremos obtener de forma nume´rica la solucio´n al problema de
autovalores no amortiguado.
Veamos a continuacio´n la solucio´n anal´ıtica del problema de autovalores (5.6) para la
configuracio´n ma´s sencilla posible: una nube de N = 2 burbujas monodispersas de radio
Ro, separadas una distancia D. Al considerar burbujas de igual taman˜o, su frecuencias
naturales sera´n ide´nticas, es decir, ωni = ωn. Por tanto, una vez resuelto el polinomio
caracter´ıstico de segundo grado, obtenemos los siguientes dos autovalores
λv1 =
ω2n(1−Ro/D)
1−R2o/D2
y λv2 =
ω2n(1 +Ro/D)
1−R2o/D2
, (5.7)
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siendo entonces Ω1 =
√
λv1 la frecuencia colectiva principal o fundamental, y Ω2 =√
λv2 la segunda frecuencia colectiva. Como podemos comprobar, los valores de estas
frecuencias dependen fuertemente de la separacio´n entre las burbujas, resultando Ω1 <
ωn < Ω2. Esto revela, a grandes rasgos, lo siguiente: el acoplamiento dina´mico hace
que una poblacio´n de burbujas tenga un modo colectivo principal a una frecuencia
inferior que la frecuencia natural de las burbujas [Ida (2002)]. En contraposicio´n, en el
l´ımite para el cual las burbujas esta´n infinitamente separadas, D → ∞, obtenemos
Ω1 ≃ Ω2 ≃ ωn. Es decir, las frecuencias de los modos colectivos coinciden con la
frecuencia natural de las burbujas. Esto indica, como ya se comento´, que las oscilaciones
de las burbujas esta´n desacopladas, con lo que pueden ser tratadas una a una de forma
aislada. Por otro lado, los modos colectivos (amplitud y fase de las oscilaciones de
cada burbuja) estara´n relacionados con los autovectores del problema. As´ı pues, los dos
autovectores asociados a λv1 y λv2 sera´n, respectivamente
Xˆv1 =
[
1
1
]
y Xˆv2 =
[
1
−1
]
. (5.8)
Se observa que para ambos modos, las burbujas oscilan con la misma amplitud. Sin em-
bargo, en el primer modo lo hara´n en fase y en el segundo en anti-fase [Feuillade (1995),
Zeravcic (2011)]. En general, para una poblacio´n de burbujas monodispersa, la parte
imaginaria de sus autovectores sera´ siempre nula, por lo que las burbujas solo podra´n
oscilar en fase o anti-fase. Esto no ocurrira´ as´ı para poblaciones polidispersas, donde
los autovectores sera´n generalmente vectores complejos. Por otro lado, al haber con-
siderado un amortiguamiento despreciable en el problema, los autovalores resultantes
sera´n siempre reales, por lo que estara´n relacionados directamente con la frecuencia
natural de cada modo. Si algu´n tipo de amortiguamiento entrase en juego, tanto los
autovalores como autovectores resultar´ıan generalmente complejos, estando su parte
imaginar´ıa relacionada con las pe´rdidas totales asociadas a cada modo de oscilacio´n
colectivo [Zeravcic (2011)].
A continuacio´n, se analizara´ la solucio´n nume´rica del problema de autovalores para
nubes esfe´ricas monodispersas. La compacidad de la nube se ha definido a trave´s de la
fraccio´n de vac´ıo β = 4πNR3o/3Vc, para´metro que representa el ratio entre el volumen
total de burbujas y el volumen de la nube Vc = 4πA
3/3, siendo A su radio. Otra
manera de cuantificar la compacidad ser´ıa a trave´s de la distancia media entre burbujas
vecinas l¯, la cual se relaciona con la fraccio´n de vac´ıo segu´n l¯ ∼ Roβ−1/3. Como se
puede comprobar, si la fraccio´n de vac´ıo de la nube tiende a un valor nulo, β → 0, la
distancia media entre las burbujas ma´s pro´ximas sera´ l¯→∞. Por tanto, en este l´ımite,
las oscilaciones estara´n desacopladas. Las burbujas, dentro del espacio que ocupa la
nube, esta´n posicionadas de forma aleatoria, y distribuidas de forma homoge´nea. Para
ello, usamos el siguiente algoritmo posicionador: sea ri = [ri, θi, φi] el vector de posicio´n
de la burbuja i en coordenadas esfe´ricas, tomando como origen el centro de la nube.
Entonces,
ri = A(ν
i
r)
1/3, θi = acos(2ν
i
θ − 1), φi = 2πνiφ, (5.9)
siendo νir, ν
i
θ y ν
i
φ tres nu´meros aleatorios ∈ [0, 1] generados de forma independiente.
La distancia entre dos burbujas cualesquiera se calcula de forma trivial usando las
coordenadas cartesianas r = [x, y, z]. Como es obvio, las coordenadas cartesianas de la
burbuja i esta´n relacionadas con las esfe´ricas de la siguiente forma:
xi = ri sin θi cosφi, yi = ri sin θi sinφi, zi = ri cos θi, (5.10)
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con lo cual la distancia rij se expresa finalmente como
rij =
[
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2
]1/2
. (5.11)
As´ı pues, una vez halladas las distancias entre todos los pares de burbujas, se podra´ re-
solver finalmente el problema de autovalores, planteado en (5.6), de forma nume´rica.
En la Fig. 5.2 se muestra, para dos nubes con diferente poblacio´n N , la densidad de
estados DOS(Ω) promediada entre 50 realizaciones aleatorias. Esta magnitud esta´ defi-
nida como
DOS(Ω) =
1
N
dη
dΩ
, (5.12)
siendo η el ı´ndice del modo correspondiente a la frecuencia Ω. Por tanto, la densidad de
estados es proporcional a la cantidad de modos concentrados en torno a una determinada
frecuencia [Zeravcic (2011)]. Como se observa, para una nube con un valor muy bajo de
β, la gran mayor´ıa de sus modos colectivos esta´n concentrados alrededor de la frecuencia
de resonancia de las burbujas, ωn. Este hecho indica que dicha nube esta´, a efectos
pra´cticos, dina´micamente desacoplada como era de esperar. Por el contrario, a medida
que la fraccio´n de vac´ıo aumenta, y por tanto la nube se vuelve ma´s compacta, los modos
comienzan a distribuirse a lo largo de un espectro de frecuencias mucho ma´s amplio.
Este feno´meno se debe al acoplamiento dina´mico presente entre las burbujas, lo que hace
que la nube tenga un primer modo de oscilacio´n Ω1 a una frecuencia mucho ma´s baja
que ωn. No´tese que, al considerar un sistema dina´mico de taman˜o finito, la poblacio´n
total de burbujas N tiene una implicacio´n importante en el valor de la frecuencia de
los modos naturales. As´ı pues, para dos nubes con igual β, cuanto ma´s elevado sea el
nu´mero de burbujas, mayor radio A tendra´. Como vemos, esto hace que el espectro de
la densidad de estados sea ma´s ancho, lo que implica que los modos colectivos se den
generalmente para frecuencias inferiores [Yoon (1991)].
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Figura 5.2: Densidad de estados (DOS) de una nube esfe´rica monodispersa, para disintos
valores de N y fraccio´n de vac´ıo β. La nube esta´ formada por burbujas de taman˜o Ro = 3 µm,
distribuidas de forma homoge´nea y aleatoria.
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En la Fig. 5.3 se representan algunos de los modos colectivos obtenidos a partir de
la solucio´n nume´rica promediada del problema de autovalores para una nube esfe´rica
monodispersa. Como vemos, el primer modo esta´ asociado a una respuesta dina´mica de
patro´n monopolar, en el cual todas las burbujas oscilan en fase, alcanzando sus ma´ximas
oscilaciones en el centro de la nube. Los siguientes tres modos esta´n asociados a patrones
dipolares, cada uno orientado segu´n las tres direcciones principales del sistema. En
estos patrones, las burbujas oscilan completamente fuera de fase en cada hemisferio, los
cuales quedan divididos por un plano nodal en donde las oscilaciones son mı´nimas. A
medida que los modos van aumentando de frecuencia, la respuesta dina´mica de la nube
seguira´ unos patrones cada vez ma´s complejos (cuadrupolos, sextupolos, monopolos y
dipolos de segundo orden, etc). Estos patrones poseen numerosas superficies nodales, lo
que hace que la fase de las oscilaciones sufra grandes variaciones espaciales. En el rango
Ω ≥ ωn, como se expuso en el caso simplificado, tendremos por tanto configuraciones en
las que burbujas vecinas cada vez ma´s pro´ximas oscilan completamente fuera de fase.
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Figura 5.3: Distintos modos de oscilaciones colectivas para una nube esfe´rica monodispersa,
con una poblacio´n de N = 2000 burbujas de taman˜o Ro = 3 µm, y una fraccio´n de vac´ıo
β = 10−4. Las frecuencias naturales correspondientes son: (a) Ω1/ωn = 0.317 (monopolo), (b)
Ω3/ωn = 0.556 (dipolo), (c) Ω7/ωn = 0.690 (cuadrupolo), (d) Ω10/ωn = 0.708 (monopolo de
segundo orden), (e) Ω13/ωn = 0.767 (sextupolo). El taman˜o de los puntos es proporcional a la
amplitud εi de las oscilaciones, mientras que el color representa la fase φi: el azul se corresponde
con φi = 0 y el rojo con φi = −π.
Finalmente, en la Fig. 5.4 se aprecia co´mo los modos colectivos asociados a un patro´n
en concreto, se corresponden con unas frecuencias naturales ligeramente distintas. Esto
es debido a la naturaleza aleatoria y discreta de nuestro sistema, la cual dota a la
nube de direcciones preferentes. Obviamente, si promedia´semos la solucio´n para infinitas
realizaciones en un sistema con un nu´mero de burbujas infinitamente grande, estos
grupos de frecuencias naturales colapsar´ıan en el mismo valor, lo cual es coherente con
la teor´ıa de los sistemas dina´micos cont´ınuos y homoge´neos [d’Agostino (1989)].
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Figura 5.4: Frecuencias naturales de los 20 primeros modos colectivos de una nube esfe´rica con
una poblacio´n monodispersa de burbujas de Ro = 3 µm, para distintas fracciones de vac´ıo.
5.2.2. Oscilaciones colectivas forzadas
El resultado del problema de autovalores no amortiguado para una nube esfe´rica
monodispersa nos da una idea de co´mo son sus modos propios y frecuencas naturales
colectivas. A continuacio´n, resolveremos la dina´mica acoplada para este tipo de nubes
cuando son excitadas de forma externa por una onda acu´stica pa. Para ello, aplicaremos
algu´n algoritmo de inversio´n esta´ndar sobre el sistema (5.4), hallando finalmente las
oscilaciones de cada burbuja considerando todos los efectos de amortiguamiento.
En primer lugar, abordaremos el sistema de ecuaciones de forma nume´rica asu-
miendo la hipo´tesis de medio incompresible. Bajo esta hipo´tesis, la excitacio´n externa
tendra´ siempre una longitud de onda mucho ma´s grande que el taman˜o de la nube, es
decir, kA≪ 1. En consecuencia, la poblacio´n de burbujas estara´ sometida a un campo
acu´stico externo homoge´neo en todo su dominio, por lo que cabe esperar que el resulta-
do de las oscilaciones colectivas posea simetr´ıa radial [Omta (1987), d’Agostino (1988)].
Este comportamiento se observa en la Fig. 5.5, donde se ha representado la proyeccio´n
de las oscilaciones en el plano del ecuador x − z de la nube, para distintas frecuencias
de excitacio´n. Como vemos, para frecuencias bajas, la nube oscila siguiendo el patro´n
monopolar correspondiente a su modo colectivo principal. A medida que aumentamos la
frecuencia de excitacio´n, la nube se ira´ adaptando a la configuracio´n que le marquen los
modos superiores poseedores de simetr´ıa radial, como el monopolo de segundo orden.
Es decir, bajo la hipo´tesis de incompresibilidad, la nube solamente podra´ ser excitada
segu´n los modos de esta naturaleza. Observamos que, para frecuencias de excitacio´n ge-
neralmente bajas, las oscilaciones en el centro de la nube son siempre mayores que en su
contorno debido al alto acoplamiento acu´stico presente en esta zona [d’Agostino (1988)].
Por el contrario, cuando ωo ≥ ωn, se observa un efecto de apantallamiento por parte
de las burbujas de la corteza exterior. Estas burbujas, dada su localizacio´n, sienten un
acoplamiento ma´s de´bil que el resto, por lo que u´nicamente responden ante la excita-
cio´n externa. En este caso, al responder de manera resonante, apantallan a las burbujas
del interior, las cuales realizara´n oscilaciones con una amplitud mucho ma´s pequen˜a
[Zeravcic (2011)]. No obstante, este efecto se ira´ disipando a medida que crece la fre-
cuencia de excitacio´n, homogeneiza´ndose finalmente el campo de oscilaciones. Efectiva-
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mente, en este l´ımite de alta frecuencia, la respuesta dina´mica de las burbujas es muy
de´bil, lo que hace que los efectos de acoplamiento decaigan.
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Figura 5.5: Oscilaciones forzadas (kA ≪ 1) para una nube esfe´rica monodispersa, con una
poblacio´n de N = 2000 burbujas de taman˜o Ro = 3 µm, y una fraccio´n de vac´ıo β = 10
−4.
Las frecuencias de excitacio´n correspondientes son (a) ωo/ωn = 0.317, (b) ωo/ωn = 0.708, (c)
ωo/ωn = 0.858, (d) ωo/ωn = 1, (e) ωo/ωn = 2. El taman˜o de los puntos es proporcional a la
amplitud de las oscilaciones εi, mientras que la barra de color representa el valor de φi.
Sin embargo, las excitaciones reales a las que esta´n sometidas las nubes de burbujas
no tienen por que´ tener longitudes de onda infinitamente grandes, sobre todo si el medio
por el que se propagan posee cierta compresibilidad (la velocidad del sonido en el agua es
c∞ ≃ 1500 m/s). Esto implica que los efectos de retardo en la propagacio´n de las ondas
a trave´s del seno de la nube tiene una importante influencia en la configuracio´n final del
campo de oscilaciones [Fuster (2011)]. As´ı pues, mostraremos a continuacio´n este efecto
sobre la dina´mica de la nube, considerando para ello un para´metro kA arbitrariamente
grande. Como es de esperar, el hecho de que la presio´n acu´stica sobre la nube ya no sea
espacialmente homoge´nea rompe la simetr´ıa radial de las oscilaciones colectivas. Esto
hace que se exciten modos colectivos con patrones ma´s complejos, cuya superposicio´n
dara´ lugar al campo de oscilaciones final. No obstante, la configuracio´n espacial de
la onda plana, junto con la simetr´ıa esfe´rica de la nube, hace que solamente se vean
excitados los modos con naturaleza axilsime´trica, como se observa en la Fig. 5.6. Para
bajas frecuencias de excitacio´n, vemos que las oscilaciones de mayor amplitud tienden
a situarse en el extremo trasero de la nube. Esto se debe al efecto lente sobre el frente
de ondas provocado por la disminucio´n de la velocidad del sonido efectiva dentro de la
nube (ver Sec. 5.3.2). Este feno´meno hace que la onda externa tienda a enfocarse en esta
regio´n, elevando en consecuencia la presio´n local [Parrales (2011)]. Sin embargo, para
frecuencias cercanas y superiores a ωn, aparece de nuevo el efecto de apantallamiento
por parte de las burbujas situadas en el extremo frontal de la nube. Dado que en
estas condiciones la longitud de onda de la excitacio´n es finita, los efectos de difraccio´n
hacen que las burbujas localizadas en los laterales y en el extremo trasero se encuentren
excitadas de una forma ma´s de´bil.
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Figura 5.6: Oscilaciones forzadas para una nube esfe´rica monodispersa, con una poblacio´n de
N = 2000 burbujas de taman˜o Ro = 3 µm, y una fraccio´n de vac´ıo β = 10
−4. Las frecuencias
de excitacio´n y valores de kA correspondientes son (a) ωo/ωn = 0.262 y kA = 0.945, (b)
ωo/ωn = 0.448 y kA = 1.617, (c) ωo/ωn = 0.600 y kA = 2.154, (d) ωo/ωn = 1 y kA = 3.608,
(e) ωo/ωn = 2 y kA = 7.217. El taman˜o de los puntos es proporcional a la amplitud de las
oscilaciones εi, mientras que la barra de color representa el valor de φi.
5.2.3. Aproximacio´n de medio cont´ınuo
El sistema de ecuaciones lineales que modelan las oscilaciones de la nube de burbujas
puede ser resuelto de manera aproximada a trave´s del establecimiento de la hipo´tesis
de medio cont´ınuo, la cual dota a la mezcla bifa´sica de unas propiedades efectivas
[Foldy (1945), Wijngaarden (1968), Caflisch (1985), Commander (1989)]. En primer lu-
gar, para que esta hipo´tesis tenga validez, la separacio´n media entre las burbujas debe
ser mucho ma´s pequen˜a que el taman˜o de la nube, l¯ ≪ A, lo que implica un poblacio´n
N1/3 ≫ 1. Esto impone una poblacio´n mı´nima de burbujas de N ∼ 1000. Por otro lado,
se requiere una fraccio´n de vac´ıo β lo suficientemente elevada para que la separacio´n
media entre burbujas sea mucho menor que la longitud de onda de la excitacio´n, lo que
implica que kl¯≪ 1. Esto hace que la relacio´n entre el nu´mero de onda y el taman˜o de la
nube sea kA≪ N1/3, o ana´logamente, que β ≫ (kRo)3, donde asumimos que kRo ≪ 1
con el fin de preservar la condicio´n de simetr´ıa radial en las oscilaciones de las burbujas
[d’Agostino (1988)].
A continuacio´n, y bajo las anteriores condiciones, transformaremos el sistema dis-
creto (5.3) en una expresio´n cont´ınua para el campo de oscilaciones Xˆ(r) considerando
una distribucio´n de burbujas representada por una densidad nume´rica δ = N/Vc ho-
moge´nea. No´tese que esta densidad se relaciona con la fraccio´n de vac´ıo a trave´s de
δ = 3β/4πR3o. Asumiendo una poblacio´n monodispersa, tendremos
Xˆ(r) =
−fse−ikz
ρ∞ω2oR3o
[
Pae
ikz + ξ(r)
]
, (5.13)
donde fs es la funcio´n de dispersio´n definida por fs = Ro[(ωn/ωo)
2−1−iΓ]−1. La funcio´n
ξ(r) representa entonces la presio´n acu´stica total en el punto r debida a la superposi-
cio´n de las ondas dispersadas por todas las burbujas de la nube. Por tanto, este campo
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de presiones se puede escribir como ξ(r) = −4πρ∞ω2oR3oδ
∫
Vc
Xˆ(r′) exp(ikz′)Gk(r|r′)dτ ′,
siendo dτ ′ = r′2 sin θ′dr′dθ′dφ′ un elemento de volumen. La funcio´n Gk(r|r′) es la cono-
cida funcio´n de Green para la ecuacio´n de Helmhotz tridimensional [Williams (1999)],
la cual viene dada por
Gk(r|r′) = e
ik|r−r′|
4π|r− r′| , (5.14)
con r′ 6= r. Efectivamente, se observa co´mo las oscilaciones Xˆ de las burbujas actu´an
como una distribucio´n de fuentes activas de emisio´n acu´stica. De esta manera, substi-
tuyendo la expresio´n cont´ınua para este campo de oscilaciones, obtenemos
ξ(r) = 4πδfs
∫
Vc
[
Pae
ikz′ + ξ(r′)
]
Gk(r|r′)dτ ′. (5.15)
El hecho de que la distribucio´n de fuentes acu´sticas dependan del valor del campo de
presiones, hace que la resolucio´n de esta integral sea inabordable de forma exacta, siendo
necesario un nu´mero infinito de sustituciones sucesivas para su co´mputo. Como veremos
en la Sec. 5.3.2, cada iteracio´n incrementa en un orden la complejidad del acoplamiento
acu´stico entre las burbujas, toma´ndose en consideracio´n cadenas de dispersio´n cada
vez con ma´s lazos cerrados [Feuillade (1996), Henyey (1999)]. No obstante, para una
densidad δ moderada y excitaciones alejadas de la frecuencia natural ωn, podemos
establecer que las burbujas solamente se ven involucradas en una ocasio´n dentro de una
cadena de dispersio´n mu´ltiple [Commander (1989)]. Esto nos indica que el acoplamiento
libre de lazos ofrece una buena aproximacio´n para el ca´lculo de ξ(r).
Asumiendo esta hipo´tesis, el campo de presiones dado por (5.15) cumplira´ la ecua-
cio´n de Helmhotz no homoge´nea ∇2ξ+k2ξ = −4πδfs[Pa exp(ikz)+ξ]. Si llamamos ξe a
la presio´n total resultante evaluada en los puntos interiores de la nube, y ξo a la presio´n
evaluada en el exterior, establecemos finalmente que
∇2ξe + k2eξe = −4πδfsPaeikz para r ≤ A, (5.16)
∇2ξo + k2ξo = 0 para r ≥ A, (5.17)
donde ke es el conocido nu´mero de onda efectivo encontrado por Foldy, el cual viene
dado por k2e = k
2+4πδfs [Foldy (1945)]. Las ecuaciones (5.16) y (5.17) deben resolverse
junto a las condiciones de continuidad en presiones y velocidades normales en el contorno
de la nube, es decir [Omta (1987), d’Agostino (1989)],
ξe|r=A = ξo|r=A, (5.18)
1
ρe
∂ξe
∂r
|r=A = 1
ρ∞
∂ξo
∂r
|r=A, (5.19)
donde ρe es la densidad ma´sica efectiva de la nube [Wijngaarden (1968)], la cual se
define en funcio´n de la fraccio´n de vac´ıo como ρe = (1 − β)ρ∞ + βρg, siendo ρg la
densidad del gas que compone las burbujas. No´tese que, para pequen˜os valores de β, es
comu´n aproximar ρe ≃ (1− β)ρ∞, dado que ρg ≪ ρ∞.
Si tenemos en cuenta que el te´rmino inhomoge´neo de la ecuacio´n (5.16) es axil-
sime´trico, podemos obviar la dependencia con el a´ngulo azimutal del campo de presiones
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resultante. De esta manera, la solucio´n podra´ ser expresadas en te´rminos de funciones
de Bessel esfe´ricas y polinomios de Legendre como
ξe = −Paeikz +
∞∑
n=0
Bnjn(ker)Pn(cos θ) para r ≤ A, (5.20)
ξo =
∞∑
n=0
Cnh
(1)
n (kr)Pn(cos θ) para r ≥ A, (5.21)
donde se ha tenido en cuenta que el campo de presiones en el interior de la nube debe
ser regular en el origen, mientras que en el exterior se debe cumplir la condicio´n de
radiacio´n de Sommerfeld en el infinito. Los coeficientes Bn y Cn podra´n ser calculados
evaluando las condiciones de contorno planteadas en (5.18) y (5.19). Efectivamente,
considerando que el te´rmino de onda plana en la expresio´n (5.20) puede expandirse
como Pa exp(ikz) =
∑∞
n=0 Pai
n(2n+ 1)jn(kr)Pn(cos θ), obtenemos [Williams (1999)]
Bn =
Pai
n(2n+ 1)[kj′n(kA)h
(1)
n (kA)− (1− β)kjn(kA)h(1)
′
n (kA)]
kej′n(keA)h
(1)
n (kA)− (1− β)kjn(keA)h(1)
′
n (kA)
, (5.22)
Cn =
Pai
n(2n+ 1)[kj′n(kA)jn(keA)− kejn(kA)j′n(keA)]
kej′n(keA)h
(1)
n (kA)− (1− β)kjn(keA)h(1)
′
n (kA)
. (5.23)
Dado que el campo de oscilaciones solamente esta´ definido en la regio´n interior
de la nube, podemos construir nuestra solucio´n aproximada introduciendo (5.20) en la
expresio´n cont´ınua (5.13), de manera que
Xˆ(r) =
fse
−ikz
ρ∞ω2oR3o
∞∑
n=0
Bnjn(ker)Pn(cos θ). (5.24)
Esta expresio´n constituye una solucio´n anal´ıtica para el campo de oscilaciones en una
nube esfe´rica excitada por una onda plana monocroma´tica. Como se ha visto, esta
aproximacio´n sera´ va´lida en las condiciones para las cuales la nube de burbujas cum-
ple la hipo´tesis de medio cont´ınuo [d’Agostino (1989)]. Por otro lado, cuanto mayor
densidad de burbujas posea la nube, y cuanto ma´s cercana a ωn sea la excitacio´n
[Commander (1989)], la precisio´n de esta solucio´n disminuira´ como consecuencia del
incremento de los feno´menos dispersio´n mu´ltiple de o´rdenes superiores [Henyey (1999)].
5.2.4. Campos de oscilaciones resonantes
Como se desprende de la expresio´n para el campo de oscilaciones de la nube, las
frecuencias de los modos colectivos se pueden calcular si hacemos
ζn = kej
′
n(keA)h
(1)
n (kA)− (1− β)kjn(keA)h(1)
′
n (kA) = 0. (5.25)
Dada la naturaleza de ζn, estas frecuencias resultan generalmente complejas, por lo
que escribimos ωo = Re ωo − iIm ωo. Como ya se ha comentado, la parte real del
polo indicara´ la frecuencia de resonancia asociada al modo colectivo, mientras que su
parte imaginaria se relaciona con el factor de amortiguamiento [Hahn (2007)]. En la
Fig. 5.7 se han representado los polos de la funcio´n ζn asumiendo la hipo´tesis de medio
incompresible, y un amortiguamiento nulo. Estas dos u´ltimas condiciones hacen, por
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tanto, que la parte imaginaria de los polos sea siempre nula. Para cada valor de n,
recuperamos las frecuencias Ωmn correspondientes a los modos con patrones monopolares
(n = 0), dipolares (n = 1) y cuadrupolares (n = 2), las cuales coinciden con los
resultados nume´ricos del problema de autovalores expuestos en la Fig. 5.3 y Fig. 5.4.
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Figura 5.7: Polos (c´ırculos rojos) correspondientes a varios modos de oscilaciones colectivas
para una nube esfe´rica monodispersa, con una poblacio´n de N = 2000 burbujas de Ro = 3
µm, y una fraccio´n de vac´ıo β = 10−4. Se ha asumido la hipo´tesis de medio incompresible y
amortiguamiento nulo.
Tal y como hicimos en la Sec. 5.2.2, calcularemos a continuacio´n el campo de osci-
laciones de una nube mientras es excitada por una onda externa bajo la hipo´tesis de
medio incompresible, teniendo en cuenta los efectos de amortiguamiento. Debido a que
las longitudes de onda de la excitacio´n son infinitamente largas, la nube respondera´ os-
cilando con simetr´ıa radial, por lo que solamente se conserva el te´rmino monopolar de
la solucio´n anal´ıtica. As´ı pues, estableciendo un valor kA≪ 1, podremos aproximar
Xˆ(r) =
−fs
ρ∞ω2oR3o
[
Pa(1− β)
keAj′0(keA) + (1− β)j0(keA)
]
j0(ker), (5.26)
siendo el nu´mero de onda efectivo, en este l´ımite, ke ≃ (4πδfs)1/2. Esta solucio´n se co-
rresponde de forma exacta con la encontrada por d’Agostino y Brennen tras analizar la
dina´mica lineal de flujos bifa´sicos sometidos a excitaciones acu´sticas espacialmente ho-
moge´neas [d’Agostino (1989)]. En la Fig. 5.8 y Fig. 5.9 se muestra la configuracio´n del
campo de oscilaciones predicha por esta aproximacio´n anal´ıtica. A pesar del amortigua-
miento, las frecuencias de resonancia colectivas de la nube, excitada bajo las condiciones
expuestas, se corresponden pra´cticamente con las obtenidas previamente para n = 0.
A la vista de la expresio´n (5.26), estas frecuencias se pueden calcular anal´ıticamente
haciendo keAj
′
0(keA) + (1 − β)j0(keA) = 0. Efectivamente, para valores de la fraccio´n
de vac´ıo lo suficientemente pequen˜os, encontramos que keA = (2m+ 1)π/2. Por tanto,
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Figura 5.8: Amplitud |Xˆ| = ε del campo de oscilaciones resonantes (kA ≪ 1) para una nube
esfe´rica monodispersa con una poblacio´n de N = 2000 burbujas de Ro = 3 µm, y una fraccio´n
de vac´ıo de β = 10−4. Las frecuencias de excitacio´n correspondientes son (a) ωo/ωn = 0.317,
(b) ωo/ωn = 0.708, (c) ωo/ωn = 0.858, (d) ωo/ωn = 1, (e) ωo/ωn = 2.
Figura 5.9: Fase φ del campo de oscilaciones resonantes (kA ≪ 1) para una nube esfe´rica
monodispersa con una poblacio´n de N = 2000 burbujas de Ro = 3 µm, y una fraccio´n de
vac´ıo de β = 10−4. Las frecuencias de excitacio´n correspondientes son (a) ωo/ωn = 0.317, (b)
ωo/ωn = 0.708, (c) ωo/ωn = 0.858, (d) ωo/ωn = 1, (e) ωo/ωn = 2.
asumiendo un amortiguamiento despreciable, llegamos a
Ωm0 ≃ ωn
[
1 +
12βA2
(2m+ 1)2π2R2o
]−1/2
, con m = 0, 1, 2, . . . (5.27)
Se comprueba que, a medida que aumentamos el orden del modo colectivo, las fre-
cuencias resultantes se van aproximando a la frecuencia natural de las burbujas. En la
Fig. 5.10 se representa el campo radial de las oscilacioness para los tres primeros modos.
Como se desprende de la expresio´n (5.27), a medida que la nube se diluye, las frecuencias
colectivas tienden a ωn debido al cada vez ma´s de´bil acoplamiento dina´mico. Esto hace
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Figura 5.10: Comportamiento resonante de una nube esfe´rica monodispersa bajo la hipo´tesis de
medio incompresible. Perfil radial de la amplitud del campo de oscilaciones forzadas de una nube
con N = 2000 burbujas de Ro = 3 µm para distintas fracciones de vac´ıo. La nube esta´ excitada
segu´n sus frecuencias colectivas, es decir, ωo = Ω
m
0 .
que las ma´ximas oscilaciones de la nube posean unas amplitudes cada vez ma´s pequen˜as.
Por otro lado, cabe destacar el hecho de que keA sea siempre mayor que la unidad para
los modos colectivos. Aunque la fase l´ıquida se haya asumido incompresible, la presencia
de las burbujas incorpora cierta compresibilidad al medio interior de la nube, haciendo
que las longitudes de onda sean finitas dentro de esta regio´n. Es este efecto, por tanto,
el que dota de variabilidad espacial a la configuracio´n de las oscilaciones resonantes den-
tro de la nube. Finalmente, la frecuencia colectiva fundamental de la nube viene dada,
de forma aproximada, por Ω00 ≃ ωn(π2R2o/12βA2)1/2 [d’Agostino (1989)]. Si usamos la
fo´rmula de Minnaert, podemos substituir el valor de la frecuencia natural de la burbuja
por ωn = (3γp∞/ρ∞R2o)1/2, de manera que
Ω00 ≃
(
3π2γp∞
12ρ∞βA2
)1/2
. (5.28)
Es decir, la frecuencia colectiva fundamental de una nube esfe´rica sera´ la correspon-
diente a la frecuencia natural de una burbuja de radio A, inmersa en un medio con una
densidad ma´sica ρ∞β, la cual esta´ formada por un gas cuyo coeficiente adiaba´tico es
aproximadamente 0.82γ [Omta (1987), Yoon (1991), Roy (1992)].
Por u´ltimo, representaremos el campo de oscilaciones de la nube asumiendo excita-
ciones con longitudes de ondas finitas. Para ello, hemos obtenido en primer lugar las
frecuencias de resonancia colectivas bajo estas condiciones, las cuales se representan en
la Fig. 5.11. Como se observa, los polos resultantes tienen una importante componen-
te imaginaria, lo que indica la existencia de pe´rdidas por disipacio´n y por reradiacio´n
acu´stica durante las oscilaciones de los modos propios. Por otro lado, comprobamos
que las frecuencias colectivas correspondientes a cada modo se dan para valores algo
inferiores con respecto a aquellos calculados bajo la hipo´tesis de medio incompresible.
En cuanto a la configuracio´n del campo de oscilaciones, se observa en la Fig. 5.12 y
Fig. 5.13 la axilsimetr´ıa de los modos resonantes, en contraste con la simetr´ıa radial
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Figura 5.11: Polos (c´ırculo rojo) correspondientes a varios modos de oscilaciones colectivas
para una nube esfe´rica monodispersa, con una poblacio´n de N = 2000 burbujas de Ro = 3 µm,
y una fraccio´n de vac´ıo β = 10−4. La velocidad del sonido en el medio es de c∞ = 1500 m/s.
que pose´ıan aquellos correspondientes al l´ımite kA ≪ 1. Ambas configuraciones, para
las distintas frecuencias de excitacio´n, coinciden con lo calculado nume´ricamente en la
Sec. 5.2.2, lo cual esta´ expuesto en la Fig. 5.5 y Fig. 5.6 respectivamente. Los posibles
errores y divergencias que aparecen en la comparacio´n entre la solucio´n anal´ıtica y la
nume´rica (ve´ase la Fig. 5.10) se deben a la consideracio´n u´nicamente de feno´menos de
acoplamiento libre de lazos en la aproximacio´n de medio cont´ınuo. As´ı pues, cuanto
mayor sea la fraccio´n de vac´ıo de la nube, y cuanto ma´s cercana a ωn este´ excitada,
menor precisio´n tendra´ esta solucio´n.
Como veremos en la Sec. 5.3, la configuracio´n de los modos resonantes, su localiza-
cio´n en el espectro de frecuencias, y la amplitud de las oscilaciones colectivas asociadas,
tienen una relacio´n directa con las caracter´ısticas de la dispersio´n acu´stica total por
una nube de burbujas [Omta (1987), d’Agostino (1988)]. Los efectos de compresibilidad
juegan un papel clave a la hora de analizar la propagacio´n real de las ondas acu´sticas
a trave´s de este tipo de nubes. Como se ha visto, el hecho de que las longitudes de
ondas de la excitacio´n sean finitas hace que las resonancias colectivas se produzcan a
distintas frecuencias, con unas configuraciones diferentes para el campo de oscilacio-
nes [Hahn (2007)]. En definitiva, bajo estas consideraciones, aparecen una variedad de
feno´menos ondulatorios que completan el ana´lisis cla´sico de la dispersio´n acu´stica por
nubes de burbujas, basado generalmente en la hipo´tesis de medio incompresible.
5.3. Dispersio´n mu´ltiple en nubes de burbujas
A continuacio´n, analizaremos el feno´meno de dispersio´n acu´stica que se genera cuan-
do una excitacio´n externa pa incide sobre una nube compuesta por N burbujas. Como
hemos visto en el ana´lisis de la dina´mica acoplada, las oscilaciones de las burbujas
influyen en la dina´mica de sus vecinas a trave´s de la emisio´n de ondas debido a los
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Figura 5.12: Amplitud |Xˆ| = ε del campo de oscilaciones resonantes para una nube esfe´rica
monodispersa con una poblacio´n de N = 2000 burbujas de Ro = 3 µm, y una fraccio´n de vac´ıo de
β = 10−4. Las frecuencias de excitacio´n y valores de kA correspondientes son (a) ωo/ωn = 0.262
y kA = 0.945, (b) ωo/ωn = 0.448 y kA = 1.617, (c) ωo/ωn = 0.600 y kA = 2.154, (d) ωo/ωn = 1
y kA = 3.608, (e) ωo/ωn = 2 y kA = 7.217.
Figura 5.13: Fase φ del campo de oscilaciones resonantes para una nube esfe´rica monodispersa
con una poblacio´n deN = 2000 burbujas de Ro = 3 µm, y una fraccio´n de vac´ıo de β = 10
−4. Las
frecuencias de excitacio´n y valores de kA correspondientes son (a) ωo/ωn = 0.262 y kA = 0.945,
(b) ωo/ωn = 0.448 y kA = 1.617, (c) ωo/ωn = 0.600 y kA = 2.154, (d) ωo/ωn = 1 y kA = 3.608,
(e) ωo/ωn = 2 y kA = 7.217.
mecanismos de reradiacio´n. De esta manera, dado que la onda dispersada por una bur-
buja es susceptible de ser dispersada de nuevo por las dema´s, podemos decir que en
el seno de la nube existira´ dispersio´n mu´ltiple (multiple scattering). Como veremos, el
nu´mero de veces que una onda es reradiada de forma concatenada esta´ relacionado con
el orden de acoplamiento acu´stico de la nube. Obviamente, la onda total que dispersa la
nube sera´, por linealidad, la suma de las ondas dispersadas por cada burbuja, es decir
ps =
∑N
i=1 psi.
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Figura 5.14: Esquema de los feno´menos de dispersio´n mu´ltiple en nubes de burbujas. Una
onda plana, la cual se propaga a lo largo del eje z, incide sobre las burbujas provocando una
dispersio´n acu´stica total dada por ps. La posicio´n de las burbujas, localizadas aleatoriamente
en el espacio, viene dada por el vector ri.
Segu´n los ana´lisis cla´sicos la teor´ıa de dispersio´n mu´tiple [Foldy (1945), Lax (1951),
Twersky (1962)], podemos establecer que la onda dispersada por la burbuja i sera´ con-
secuencia de la incidencia tanto de la onda externa pa, como de la onda que disper-
sa a su vez la burbuja j, siendo j = 1, . . . , N , con j 6= i. As´ı pues, si tenemos que
pa = Pa exp(ıkz) exp(−ıωot), la presio´n de la onda dispersada por la burbuja i se
podra´ escribir como psi = pˆsi exp(ıkzi) exp(−ıωot), por lo que obtenemos
pˆsi(r) = fsie
−ıkzi
(
Pae
ıkzi + ξi
) eık|r−ri|
|r− ri| , (5.29)
donde se ha hecho uso de la expresio´n para la presio´n emitida por una burbuja, la
cual actu´a como una fuente acu´stica monopolar debido a sus oscilaciones radiales
[Leighton (1994)]. Como vemos, esta expresio´n considera la excitacio´n de las ondas
dispersadas por el resto de burbujas a trave´s de ξi =
∑N
j 6=i pˆsj(ri)e
ıkzj . Este te´rmino,
definido en la Sec. 5.2.3 en su forma cont´ınua, representa entonces la presio´n acu´stica
total dispersada sobre la burbuja i. Por tanto, por construccio´n, tenemos que
ξi =
N∑
j 6=i
fsj
(
Pae
ıkzj + ξj
) eıkrij
rij
, (5.30)
expresio´n que constituye un sistema lineal de N ecuaciones para el co´mputo de las
presiones ξi [Feuillade (1995), Skaropoulos (2003), Hahn (2007)]. No´tese que esta ecua-
cio´n es la contrapartida discreta de la expresio´n cont´ınua dada por (5.15). En notacio´n
matricial, el sistema (5.30) se puede escribir como
ξ = Λ(Π+ ξ), (5.31)
donde ξ = [ξ1, . . . , ξN ] es el vector de presiones y Π = Pa[exp(ikz1), . . . , exp(ikzN )] el
vector de excitacio´n externa. La matriz de acoplamiento Λ sera´ aquella definida por
Λij =


0 si i = j
fsj
eıkrij
rij
si i 6= j
(5.32)
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la cual es sime´trica solamente para el caso de poblaciones monodispersas de burbujas. Si
reescribimos la expresio´n matricial (5.31) como (I−Λ)ξ = ΛΠ, con I la matriz identi-
dad, podremos obtenener el vector de presiones aplicando simplemente algu´n algoritmo
de inversio´n esta´ndar. Una vez obtenidos las presiones ξi, se podra´ computar la onda que
dispersa cada burbuja de forma individual a trave´s de la expresio´n (5.29). Esta formula-
cio´n permite calcular, por tanto, la onda total dispersada por la nube de forma nume´rica
y exacta, considerando todos los o´rdenes de dispersio´n mu´ltiple originada por el aco-
plamiento acu´stico entre las burbujas. As´ı pues, si asumimos que ps = pˆs exp(−iωot),
se escribe finalmente
pˆs(r) =
N∑
i=1
pˆsi(r)e
ıkzi =
N∑
i=1
fsi
(
Pae
ıkzi + ξi
) eık|r−ri|
|r− ri| , (5.33)
expresio´n que nos permite evaluar la presio´n acu´stica dispersada en cualquier punto del
dominio interior y exterior a la nube de burbujas.
Una vez hallado el campo que define a la onda dispersada, podemos construir el
campo de presio´n total pˆ como la superposicio´n entre pˆs y la onda plana externa, es
decir
pˆ(r) = Pae
ıkz +
N∑
i=1
fsi
(
Pae
ıkzi + ξi
) eık|r−ri|
|r− ri| . (5.34)
De esta manera, seremos capaces de obtener la presio´n acu´stica total en cada punto del
dominio. Esto nos permitira´ determinar finalmente las caracter´ısticas de la propagacio´n
del frente de ondas a trave´s de la nube de burbujas, lo cual sera´ expuesto en la Sec. 5.4
5.3.1. Seccio´n eficaz de dispersio´n
El objetivo de nuestro ana´lisis sera´ caracterizar las propiedades de la dispersio´n
acu´stica que produce una nube de burbujas cuando es excitada por una onda plana ex-
terna pa. A partir de esta caracterizacio´n, podremos diferenciar los diferentes reg´ımenes
de dispersio´n de la nube, conecta´ndolos con los resultados para el comportamiento de
las oscilaciones colectivas. As´ı pues, calcularemos la seccio´n eficaz de dispersio´n de la
nube a trave´s de su definicio´n Σs =
∫
Ω r
2(Is/Ia)dΩ, donde r es la distancia al centro
de la nube, y dΩ es un elemento de a´ngulo so´lido. En este caso Is = |pˆs|2/2ρ∞c∞ es
la intensidad de la onda total dispersada evaluada en el campo lejano de la nube, y
Ia = P
2
a /2ρ∞c∞ es la intensidad de la onda incidente. Para distancias mucho mayores
que el taman˜o de la nube, podemos aproximar |r− ri| ≃ r − ri · ur, siendo ur el versor
en la direccio´n de r. De esta manera, se puede escribir la onda dispersada como
pˆs = PaFs
eikr
r
, (5.35)
donde Fs representa la funcio´n de dispersio´n de la nube en analog´ıa con la formulacio´n
hecha para una burbuja aislada [Leighton (1994)]. Observamos entonces que la onda
total dispersada se propaga como una onda esfe´rica, cuya amplitud esta´ modulada
segu´n el patro´n de directividad marcado por Fs. Esta funcio´n de dispersio´n se escribe
Fs =
N∑
i=1
fsi
[
eıkzi + ξi/Pa
]
e−ıkri·ur . (5.36)
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Para nubes homoge´neas con geometr´ıa esfe´rica, y debido a la axilsimetr´ıa de la onda de
excitacio´n externa, podemos considerar que la funcio´n Fs solamente depende, a efectos
pra´cticos, del a´ngulo polar θ, el cual marca la direccio´n ur = [sin θ, 0, cos θ] en el plano
x− z. Por tanto, el ca´lculo de la seccio´n eficaz de dispersio´n de la nube resulta
Σs =
∫
Ω
|Fs(θ)|2dΩ = 2π
∫ pi
0
∣∣∣∣∣
N∑
i=1
fsi
[
eıkzi + ξi/Pa
]
e−ıkri·ur
∣∣∣∣∣
2
sin θdθ. (5.37)
A continuacio´n mostramos los resultados obtenidos para la seccio´n eficaz de disper-
sio´n de nubes esfe´ricas monodispersas. Las burbujas, dentro del volumen de la nube,
esta´n dispuestas homoge´neamente de forma aleatoria. Una vez conocidas sus posiciones
a trave´s del vector ri, se ha calculado nume´ricamente el vector de presiones ξi para un
amplio espectro de frecuencias de excitacio´n. De esta manera, se puede construir la fun-
cio´n de dispersio´n Fs para cada valor de la frecuencia, la cual integraremos para obtener
el espectro de Σs. Este algoritmo se repetira´ para 20 realizaciones aleatorias distintas,
mostrando finalmente el resultado promediado para la seccio´n eficaz de dispersio´n.
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Figura 5.15: Espectro de la seccio´n eficaz de dispersio´n Σs/NπR
2
o, producida por una nube de
N = 1000 burbujas monodispersas de radio Ro = 3 µm, para distintas fracciones de vac´ıo β.
En la Fig. 5.15 y Fig. 5.16 se muestra el valor normalizado de Σs para una nu-
be con distintas fracciones de vac´ıo. Se observa que la localizacio´n y ocurrencia de los
ma´ximos de dispersio´n acu´stica en el espectro dependen fuertemente del valor de β.
Como podemos comprobar, existen dos reg´ımenes bien diferenciados para el compor-
tamiento de la dispersio´n total. En primer lugar, para fracciones de vac´ıo β ≪ 10−5,
la ma´xima energ´ıa dispersada por la nube se da para una frecuencia de excitacio´n si-
milar a la frecuencia natural de las burbujas ωn. Este resultado indica que la nube,
en este re´gimen, esta´ acu´sticamente diluida debido a la debilidad de los feno´menos
de acoplamiento y dispersio´n mu´ltiple entre las burbujas. En cambio, a medida que
aumentamos β por encima de este umbral, vemos que la dispersio´n ma´xima tiende a
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Figura 5.16: Espectro de la seccio´n eficaz de dispersio´n Σs/NπR
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o, producida por una nube de
N = 2000 burbujas monodispersas de radio Ro = 3 µm, para distintas fracciones de vac´ıo β.
desplazarse hacia valores inferiores en el espectro de frecuencias, lo que sugiere la ocu-
rrencia de modos colectivos resonantes provocados por la presencia de acoplamiento
acu´stico [Omta (1987), d’Agostino (1989), Hahn (2007)]. Como vemos en la Fig. 5.16,
una mayor poblacio´n N de burbujas hace que la localizacio´n de la dispersio´n ma´xima,
en este u´ltimo re´gimen, se de para frecuencias ma´s bajas, lo cual es coherente con el
ana´lisis del DOS realizado para los modos de oscilaciones colectivos [Zeravcic (2011)].
Sin embargo, para el re´gimen de nubes acu´sticamente diluidas, la poblacio´n de burbujas
no modifica la localizacio´n del ma´ximo, el cual siempre ocurre a ωn.
Para cada valor de la fraccio´n de vac´ıo, se observa un ma´ximo de dispersio´n domi-
nante frente a otros ma´ximos relativos localizados a lo largo del espectro. Para valores
elevados de β, la dispersio´n dominante se corresponde con el modo colectivo fundamen-
tal de la nube. Sin embargo, a medida que este para´metro disminuye por debajo de
β = 10−3, la dispersio´n producida por el modo dipolar comienza a dominar. Lo mismo
ocurre para valores cercanos a β = 10−4, donde el modo cuadrupolar comienza a dis-
persar el mismo nivel de energ´ıa que su modo predecesor. As´ı pues, podemos decir que
en el rango β = 10−4 − 10−6, la dispersio´n ma´xima no sera´ la debida a las oscilaciones
colectivas de un modo concreto, sino a la contribucio´n de una amplia gama de modos,
todos ellos con unas frecuencias propias muy cercanas [Omta (1987), d’Agostino (1989)].
Concluimos entonces que, a medida que la nube se diluye, existe una transferencia espec-
tral, desde el modo fundamental hacia los modos superiores, de la dispersio´n de energ´ıa
acu´stica. El hecho de que la energ´ıa dispersada correspondiente a un modo domine so-
bre los otros, tiene que ver con la amplitud de la respuesta dina´mica de las oscilaciones
colectivas. Como hemos visto, la configuracio´n de este campo de oscilaciones se adapta
al modo que esta´ siendo excitado: si la excitacio´n es tal que kA ≪ 1, las oscilaciones
colectivas de mayor amplitud se dara´n para el modo fundamental, maximizando en
consecuencia la energ´ıa dispersada. Sin embargo, cuanto mayor sea el para´metro kA,
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se excitara´n de manera preferente los modos dipolares, cuadrupolares, etc., los cuales
respondera´n con ma´xima amplitud (ver Fig. 5.12).
Figura 5.17:Mapa de la dispersio´n acu´stica producida por una nube de burbujas monodispersas
de radio Ro = 3 µm. En la escala de colores se muestra el valor de la seccio´n eficaz de dispersio´n
normalizado Σs/NπR
2
o.
En la Fig. 5.17 se muestra el mapa de la dispersio´n acu´stica para dos nubes con dis-
tinta poblacio´n N de burbujas. Este mapa nos permite observar los diferentes reg´ımenes
de dispersio´n de forma clara. Como vemos, dado que la poblacio´n esta´ fijada, a medi-
da que baja la fraccio´n de vac´ıo, aumenta el taman˜o de la nube, y por tanto crece el
valor de kA. Para frecuencias bajas y altos valores de β, la dispersio´n dominante es la
correspondiente al modo fundamental, ya que kA≪ 1. Comprobamos que la curva que
une los ma´ximos, en este re´gimen, es Ω/ωn ∝ β−1/6. A medida que la nube se diluye
y aumenta la frecuencia de excitacio´n, entramos en la regio´n kA > 1, de forma que la
dispersio´n debida al modo dipolar, junto con la debida al resto de modos superiores,
comienzan a dominar en el espectro. Es en esta zona donde se produce la transferencia
espectral hacia los modos colectivos cercanos a ωn, por lo que constituira´ una regio´n de
transicio´n al re´gimen de nube desacoplada. Efectivamente, cuando la fraccio´n de vac´ıo
alcanza valores inferiores a β = 10−6, todos los modos colectivos ocurren a la frecuencia
de resonancia de las burbujas, lo que indica que la nube esta´ acu´sticamente diluida.
5.3.2. Teor´ıa del Medio Efectivo
Hemos visto que, para valores altos de la fraccio´n de vac´ıo β, la seccio´n eficaz de
dispersio´n ma´xima se desplaza hacia valores muy bajos en comparacio´n con ωn en el
espectro de frecuencias de excitacio´n. Esto sugiere la ocurrencia de resonancias co-
lectivas en la nube bajo estas condiciones, provocado por un elevado acoplamiento
acu´stico entre las burbujas. Como se vio en la seccio´n anterior, cuando la fraccio´n
de vac´ıo es lo suficientemente alta como para que se cumpla β ≫ (kRo)3, la nube de
burbujas puede ser tratada como un medio cont´ınuo con unas propiedades efectivas
[Caflisch (1985), Commander (1989)]. A continuacio´n, con el fin de caracterizar anal´ıti-
camente el comportamiento resonante de la nube en cuanto a la dispersio´n acu´stica,
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calcularemos el valor de la seccio´n eficaz de dispersio´n Σs bajo la hipo´tesis de medio
cont´ınuo, lo que da lugar a la Teor´ıa del Medio Efectivo [Foldy (1945)]. Esta teor´ıa plan-
tea el ca´lculo de Σs para una nube esfe´rica a trave´s de la resolucio´n del problema de dis-
persio´n acu´stica por una esfera fluida con unas propiedades efectivas [Anderson (1950)].
Efectivamente, bajo las condiciones que nos permiten modelar la nube de burbujas
como un medio cont´ınuo, la expresio´n discreta para el ca´lculo de pˆs se puede reescribir
de forma cont´ınua definiendo una densidad nume´rica de burbujas dentro de la nube. De
esta manera, considerando una poblacio´n monodispersa con una densidad δ homoge´nea,
tenemos que
pˆs(r) = 4πδfs
∫
Vc
[
Pae
ikz′ + ξ(r′)
]
Gk(r|r′)dτ ′, (5.38)
siendo Gk(r|r′) la funcio´n de Green para la ecuacio´n de Helmhotz tridimensional, de-
finida en la Sec. 5.2.3. Como se plasma en (5.15), la forma cont´ınua de ξ resulta
ξ(r) = 4πδfs
∫
Vc
[Pa exp(ikz
′) + ξ(r′)]Gk(r|r′)dτ ′, demostrando que los campos pˆs y
ξ son conceptual y matema´ticamente ide´nticos. La expresio´n mostrada en (5.38) para
la presio´n total dispersada constituye, por tanto, una aproximacio´n de primer orden
del problema de dispersio´n mu´ltiple: dado que r′ 6= r, ninguna cadena de dispersio´n
podra´ visitar dos veces la misma burbuja, lo que impide la existencia de lazos cerrados.
Por otro lado, substituyendo ξ dentro del integrando de (5.38), llegamos a
pˆs(r) = 4πδfs
∫
Vc
Pae
ikz′Gk(r|r′)dτ ′+
+ (4πδfs)
2
∫∫
Vc
[
Pae
ikz′′ + ξ(r′′)
]
Gk(r
′|r′′)Gk(r|r′)dτ ′′dτ ′,
(5.39)
expresio´n que introduce una correccio´n de segundo orden para el ca´lculo de la presio´n
total dispersada. En este caso nada impide que r′′ = r, de manera que una burbuja
puede verse involucrada dos veces como ma´ximo en una cadena de dispersio´n. En con-
secuencia, la aproximacio´n de segundo orden del problema de dispersio´n mu´ltiple asume
la existencia de lazos cerrados simples [Henyey (1999)]. Tras sucesivas substituciones,
podemos construir finalmente
pˆs(r) = 4πδfs
∫
Vc
Pae
ikz′Gk(r|r′)dτ ′+
+ (4πδfs)
2
∫∫
Vc
Pae
ikz′′Gk(r
′|r′′)Gk(r|r′)dτ ′′dτ ′+
+ (4πδfs)
3
∫∫∫
Vc
Pae
ikz′′′Gk(r
′′|r′′′)Gk(r′|r′′)Gk(r|r′)dτ ′′′dτ ′′dτ ′ + · · · ,
(5.40)
expresio´n que representa la solucio´n exacta para el campo total dispersado por la nube
de burbujas. Como vemos, este resultado tiene en cuenta la existencia de un nu´mero
arbitrariamente grande de lazos cerrados para las distinas cadenas de dispersio´n. En
el caso que nos atan˜e, los feno´menos resonantes colectivos se producen generalmente
en nubes con elevadas densidades de burbujas. En consecuencia, si δ1/3|fs| ≫ 1, se
debera´n tener en cuenta los infinitos te´rminos de la solucio´n, con lo que su co´mputo
resulta inabordable.
No obstante, con el fin de obtener un resultado anal´ıtico aproximado, asumiremos
que la densidad de burbujas es lo suficientemente baja como para que no se produzcan
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lazos cerrados durante el feno´meno de dispersio´n mu´ltiple. Esta simplificacio´n, equiva-
lente a la aproximacio´n estad´ıstica de Foldy, requiere formalmente que δ2/3|fs|2 ≪ 1
[Foldy (1945), Commander (1989)]. As´ı pues, bajo esta aproximacio´n de primer orden,
la onda total dispersada (5.38) cumplira´, por construccio´n, la ecuacio´n de Helmhotz no
homoge´nea ∇2pˆs + k2pˆs = −4πδfs[Pa exp(ikz) + ξ]. De esta manera, y asumiendo que
ξ ≡ pˆs, la presio´n dispersada en el interior, pˆse, y en el exterior, pˆso, de la nube deben
satisfacer
∇2pˆse + k2e pˆse = −4πδfsPaeikz para r ≤ A, (5.41)
∇2pˆso + k2pˆso = 0 para r ≥ A, (5.42)
donde k2e = k
2 + 4πδfs es el nu´mero de onda efectivo[Foldy (1945)]. Este nu´mero de
onda resulta generalmente complejo, pudie´ndose escribir como ke = ωo/ce+iα/2, donde
ce es la velocidad efectiva del medio, y α es el coeficiente de atenuacio´n [Leroy (2008)].
De esta manera, tendremos que
ce =
[
k2 + 4πδRefs + α
2/4
]−1/2
, (5.43)
α = 4πδceImfs/ωo, (5.44)
expresiones que han de evaluarse de manera conjunta. No´tese que la dependencia de
la velocidad efectiva con la frecuencia pone de manifiesto el cara´cter dispersivo de este
medio bifa´sico [Wijngaarden (1968)]. Para bajas frecuencias de excitacio´n, la velocidad
de propagacio´n dentro de la nube sera´ ce < c∞, lo cual constituye un resultado ba´sico
en la propagacio´n de ondas en medios bifa´sicos [Wood (1932), Wijngaarden (1972)]. Por
otro lado, las ecuaciones planteadas en (5.41) y (5.42) deben ser resueltas sujetas a las
condiciones de continuidad en presiones y en velocidades normales a trave´s del contorno
de la nube [Hahn (2007)],
pˆse|r=A = pˆso|r=A, (5.45)
1
ρe
∂pˆse
∂r
|r=A = 1
ρ∞
∂pˆso
∂r
|r=A, (5.46)
donde ρe ≃ ρ∞(1 − β) es la densidad ma´sica efectiva. De igual manera en la que se
procedio´ en la Seccio´n 5.2.3, la solucio´n a este problema se construye
pˆse = −Paeikz +
∞∑
n=0
Bnjn(ker)Pn(cos θ) para r ≤ A, (5.47)
pˆso =
∞∑
n=0
Cnh
(1)
n (kr)Pn(cos θ) para r ≥ A, (5.48)
donde los coeficientes Bn y Cn de ambas expansiones se corresponden, respectivamente,
con los expuestos en (5.22) y (5.23). Una vez encontrada la solucio´n para la presio´n
dispersada, podemos construir el campo de presio´n acu´stica total pˆ. De este modo, en
la regio´n interior de la nube se tiene pˆ =
∑∞
n=0Bnjn(ker)Pn(cos θ). Dada la naturale-
za del nu´mero de onda efectivo ke, la onda total se propagara´ a trave´s de la nube a
una velocidad efectiva ce, atenua´ndose segu´n el coeficiente α a medida que la recorre
[Silberman (1957), Prosperetti (1988), Commander (1989)]. No´tese en la Fig. 5.18 que
para nubes lo suficientemente diluidas, la velocidad efectiva se aproxima por ce ≃ c∞. Es-
to hace que el coeficiente de atenuacio´n se pueda escribir como α = 4πδ|fs|2Γ/Γac = δσe,
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Figura 5.18: Velocidad del sonido efectiva ce y coeficiente de atenuacio´n α correspondiente
a una suspensio´n monodispersa de burbujas de radio Ro = 3 µm, para distintos valores de la
fraccio´n de vac´ıo β.
siendo σe la seccio´n eficaz de exticio´n de las burbujas. En cambio, en el exterior de la
nube, la onda total sera´ pˆ = Pa exp(ikz)+ pˆso, la cual se propaga, sin atenuacio´n, a una
velocidad c∞ como era de esperar.
Para evaluar la seccio´n eficaz de dispersio´n de la nube, necesitamos calcular el com-
portamiento asinto´tico de la onda dispersada pˆs en el campo lejano. Las funciones de
Hankel esfe´ricas, las cuales establecen la propagacio´n de la onda dispersada en el ex-
terior de la nube, se pueden escribir como h
(1)
n (kr) ≃ (−i)n+1 exp(ikr)/kr para valores
kr ≫ 1 [Williams (1999)]. Por tanto, el campo total dispersado en el campo lejano
puede aproximarse por
pˆs ≃ Pa e
ikr
r
∞∑
n=0
SnPn(cos θ), (5.49)
donde Sn = (−i)n+1Cn/Pak. De esta manera, la funcio´n de dispersio´n de la nube,
calculada mediante la Teor´ıa del Medio Efectivo, resulta simplemente
Fs =
∞∑
n=0
SnPn(cos θ). (5.50)
Esta expresio´n anal´ıtica muestra expl´ıcitamente las propiedades direccionales de la dis-
persio´n acu´stica de una onda plana por una nube de burbujas esfe´rica [Hahn (2007)].
Como vemos, esta caracter´ıstica depende u´nicamente del a´ngulo polar θ debido a la
axilsimetr´ıa del problema. Finalmente, la seccio´n eficaz de dispersio´n se escribe
Σs =
∫
Ω
|Fs(θ)|2dΩ = 2π
∫ pi
0
∣∣∣∣∣
∞∑
n=0
SnPn(cos θ)
∣∣∣∣∣
2
sin θdθ. (5.51)
En la Fig. 5.19 se compara el resultado semianal´ıtico para Σs, obtenido a trave´s
de la Teor´ıa del Medio Efectivo, con los resultados nume´ricos mostrados anteriormente
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para fracciones de vac´ıo β ≥ 10−5. Como se observa, se recupera de forma muy precisa
el comportamiento de la seccio´n eficaz en este re´gimen. A la vista de la expresio´n (5.51),
y debido a la forma del coeficiente Sn, la funcio´n trascendental a partir de la cual se
obtienen los modos resonantes sera´ ide´ntica que la funcio´n ζn definida en (5.25). Esto
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Figura 5.19: Comparacio´n entre la solucio´n nume´rica y la semianal´ıtica del espectro de la
seccio´n eficaz de dispersio´n Σs/NπR
2
o, producida por una nube de N = 2000 burbujas mono-
dispersas de radio Ro = 3 µm.
nos revela, como era de esperar, que los ma´ximos para la dispersio´n acu´stica se dan
para las frecuencias propias asociadas a cada modo colectivo. Por otro lado, se han
representado en la Fig. 5.19 las contribuciones individuales al valor total de Σs de los
patrones asociados a cada valor de n. Confirmamos entonces que, para valores altos de β,
la dispersio´n asociada al modo fundamental domina en el espectro [d’Agostino (1988)].
Dado que en esta regio´n se tiene que kA ≪ 1, la frecuencia de resonancia asociada
a este modo se corresponde, de manera aproximada, con la plasmada en (5.28). En
consecuencia, encontramos que Ω00/ωn ≃ (π2/12)1/2N−1/3β−1/6, resultado que valida la
tendencia obtenida nume´ricamente en la Fig. 5.17. Finalmente, a medida que la fraccio´n
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de vac´ıo se acerca β = 10−6, los modos de orden superior comienzan a contribuir
conjuntamente de forma dominante, poniendo de manifiesto la transferencia espectral
de energ´ıa acu´stica que se produce en esta regio´n.
5.3.3. Dispersio´n en nubes acu´sticamente diluidas
La Teor´ıa del Medio Efectivo nos ha facilitado una expresio´n semianal´ıtica, dada
por (5.51), para el ca´lculo de la seccio´n eficaz de dispersio´n de una nube de burbujas, la
cual es va´lida para las condiciones en las que se cumple la hipo´tesis de medio cont´ınuo.
Esto es, para fracciones de vac´ıo tales que β ≫ (kRo)3, o para excitaciones que satisfa-
gan kA≪ N1/3. Se puede comprobar que la localizacio´n de los ma´ximos de dispersio´n
acu´stica en la regio´n β ≫ 10−6 permite aplicar esta teor´ıa con el fin de estudiar anal´ıti-
camente el comportamiento resonante de las nubes de burbujas. Sin embargo, para
valores muy bajos de la fraccio´n de vac´ıo, la hipo´tesis de medio cont´ınuo pierde validez
en la zona resonante del espectro. A continuacio´n, intentaremos hallar una expresio´n
anal´ıtica, va´lida para todo el espectro de frecuencias, que permita la caracterizacio´n de
la dispersio´n total por una nube de burbujas acu´sticamente diluida.
Basa´ndonos en el modelo cont´ınuo de nubes monodispersas, calcularemos la seccio´n
eficaz de dispersio´n de una nube esfe´rica en el l´ımite β ≪ 10−6. Dado que en esta regio´n
se cumple δ1/3|fs| ≪ 1 para todo el rango de frecuencias, podemos ignorar los feno´me-
nos de dispersio´n mu´ltiple en el ca´lculo de la onda total dispersada. Efectivamente, el
primer te´rmino de la expresio´n (5.40) sera´ dominante frente a los dema´s en estas con-
diciones, proporciona´ndonos una aproximacio´n para pˆs. Esto implica que, para nubes
acu´sticamente diluidas, la dispersio´n total sera´ consecuencia u´nicamente de la disper-
sio´n simple de la onda incidente. Esta hipo´tesis se conoce como Aproximacio´n de Born,
la cual establece interacciones nulas entre las burbujas [Wu (1962)]. En consecuencia,
el campo de presio´n dispersada se escribe simplemente
pˆs(r) ≃ 4πδfs
∫
Vc
Pae
ikz′Gk(r|r′)dτ ′ = δfs
∫
Vc
Pae
ikz′ e
ik|r−r′|
|r− r′| dτ
′, (5.52)
El ca´lculo de la seccio´n eficaz de dispersio´n se realiza en el campo lejano de la nube de
burbujas, por lo que se puede aproximar |r− r′| ≃ r − r′ · ur, siendo ur el versor en la
direccio´n de r. De esta manera, la onda dispersada se expresa pˆs(r) = PaFs exp(ikr)/r,
con lo que la resolucio´n del problema pasa exclusivamente por la evaluacio´n de la funcio´n
de dispersio´n
Fs =
∫
Vc
δfse
−i(kr′·ur−kz′)dτ ′. (5.53)
Comprobamos que en el l´ımite kA≪ 1, la funcio´n de dispersio´n tiene el resultado trivial
Fs ≃ δfsVc. Por consiguiente, la seccio´n eficaz de dispersio´n de la nube valdra´
Σs =
∫
Ω
|Fs|2dΩ = N2σs, (5.54)
habie´ndose considerado una poblacio´n de burbujas N = δVc, y siendo σs = 4π|fs|2
la seccio´n eficaz de dispersio´n para una burbuja aislada. Esta expresio´n constituye un
resultado ba´sico en el estudio de la dispersio´n de ondas por nubes de part´ıculas en
general: en este l´ımite, los componentes de la nube dispersan las ondas en fase, lo
que da lugar a una radiacio´n coherente de energ´ıa proporcional a N2 debido a los
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feno´menos de interferencias constructivas [Morse (1968)]. En analog´ıa con el feno´meno
o´ptico, podemos citar a Richard P. Feynman: “We have just explained that every atom
scatters light, and of course the water vapor will scatter light, too. The mystery is why,
when the water is condensed into clouds, does it scatter such a tremendously greater
amount of light? Consider what would happen if, instead of a single atom, we had an
agglomerate of atoms, say two, very close together compared with the wavelength of the
light. (...) Then when the electric field acts, both of the atoms will move together. The
electric field that is scattered will then be the sum of the two electric fields in phase,
i.e., double the amplitude that there was with a single atom, and the energy which
is scattered is therefore four times what it is with a single atom, not twice! So lumps
of atoms radiate or scatter more energy than they do as single atoms.” (Lectures on
Physics).
kur
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Figura 5.20: Esquema de la dispersio´n de
una part´ıcula cua´ntica (l´ınea punteada).
A continuacio´n se abordara´ el ca´lculo de
la funcio´n de dispersio´n de la nube para ex-
citaciones con longitudes de ondas arbitraria-
mente grandes haciendo uso de conceptos y
elementos de meca´nica cua´ntica. As´ı pues, en
primer lugar, el argumento de Fs debe ser
adaptado a la nueva formulacio´n. Haciendo
z′ = r′ · uz, siendo uz el versor en la direc-
cio´n de z, podemos escribir
Fs =
∫
Vc
δfse
−iq·r′dτ ′, (5.55)
donde se ha definido el vector q = k(ur−uz),
cuyo mo´dulo tiene un valor q = 2k sin(θ/2). En meca´nica cua´ntica, el te´rmino ~q, donde
~ es la constante de Planck, representa la variacio´n de la cantidad de movimiento que
experimenta una part´ıcula dispersada, segu´n un cierto a´ngulo θ, por un nu´cleo ato´mico
[Landau (1958)]. De esta manera, la resolucio´n de Fs puede llevarse a cabo de forma
trivial si elegimos un a´ngulo polar θ¯, basado en el a´ngulo que forman los vectores q
y r′, en vez de θ′. As´ı pues, el desarrollo del integrando de Fs se escribe haciendo
q · r′ = qr′ cos θ¯, con lo que la integral finalmente resulta
Fs = 4πδfs
[
sin(qA)− qA cos(qA)
q3
]
. (5.56)
No´tese que toda la informacio´n relativa al nu´mero de onda k y el a´ngulo de dispersio´n
θ esta´ recogida dentro del valor de q. As´ı pues, la seccio´n eficaz de dispersio´n de la nube
se puede expresar anal´ıticamente como
Σs =
∫
Ω
|Fs|2dΩ = N2σs 9/2
(2kA)2
[
1− 1
(2kA)2
+
sin(4kA)
(2kA)3
− sin
2(2kA)
(2kA)4
]
. (5.57)
Como se observa en la Fig. 5.21, en el l´ımite kA ≪ 1 se recupera la solucio´n tri-
vial, es decir Σs = N
2σs. Sin embargo, para valores infinitamente grandes de kA, la
expresio´n (5.57) predice que la seccio´n eficaz de dispersio´n de la nube tiende a un valor
nulo, lo cual es inexacto. Esto es debido a que, para kA ≫ N1/3, la separacio´n media
entre burbujas es mucho mayor que las longitudes de onda de la excitacio´n, con lo que
el planteamiento de medio cont´ınuo para el ca´lculo de la onda total dispersada, y por
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Figura 5.21: Relacio´n entre la seccio´n eficaz de dispersio´n de una nube Σs y la seccio´n eficaz de
las burbujas σs. La fraccio´n de vac´ıo de la nube es β = 10
−10. Se comprueba que, para kA≪ 1,
las curvas tienden a N2, mientras que para kA≫, estas tienden a N .
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Figura 5.22: Comparacio´n entre la solucio´n nume´rica y la anal´ıtica del espectro de la seccio´n
eficaz de dispersio´n Σs/NπR
2
o para nubes monodispersas (Ro = 3 µm) acu´sticamente diluidas.
Se observa, en cada caso, la transicio´n entre el re´gimen coeherente e incoherente de la dispersio´n
acu´stica.
tanto, la integral de la expresio´n (5.52) deja de tener sentido. En este caso, el valor de
Σs sera´ simplemente la suma lineal de todas las contribuciones discretas de las N bur-
bujas que componen la nube, por lo que Σs = Nσs. As´ı pues, la solucio´n uniformemente
va´lida para la seccio´n eficaz sera´
Σs = N
2σs
9/2
(2kA)2
[
1− 1
(2kA)2
+
sin(4kA)
(2kA)3
− sin
2(2kA)
(2kA)4
]
+Nσs. (5.58)
Comprobamos en la Fig. 5.21 que para grandes valores de kA, la seccio´n eficaz de
dispersio´n tiende, efectivamente, aNσs. Este comportamiento se conoce como dispersio´n
incoherente: las burbujas, al estar mucho ma´s separadas que la longitud de onda de
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la excitacio´n, dispersan la energ´ıa acu´stica con fases aleatorias dependendiendo de su
posicio´n dentro de la nube. Esto hace que se produzcan, estad´ısticamente hablando, el
mismo nu´mero de interferencias destructivas que constructivas de la energ´ıa dispersada,
resultando finalmente una radiacio´n incoherente proporcional a N [Morse (1968)].
El resultado anal´ıtico encontrado, que recoge la transicio´n suave entre los reg´ımenes
coherente e incoherente de la dispersio´n acu´stica, queda plasmado en la Fig. 5.22. Se
observa la exactitud de la expresio´n en la comparacio´n con los resultados nume´ricos obte-
nidos anteriormente para nubes con un bajo valor de la fraccio´n de vac´ıo [Sarkar (1994)].
No obstante, para β = 10−6, aparece cierta discrepancia alrededor de la frecuencia na-
tural ωn. Esto es debido a la presencia de feno´menos de dispersio´n mu´ltiple en esta
zona del espectro. Por tanto, los efectos de acoplamiento, aunque de´biles, hacen que la
Aproximacio´n de Born realizada no sea va´lida en esta regio´n, por lo que debe ser corre-
gida an˜adiendo te´rminos de segundo orden en la expresio´n para la onda total dispersada
(te´cnicas perturbativas).
5.4. Propagacio´n de ondas a trave´s de nubes de burbujas
En las secciones previas, hemos caracterizado nume´rica y anal´ıticamente el compor-
tamiento de la dispersio´n acu´stica total en nubes de burbujas esfe´ricas y monodispersas.
Este ana´lisis nos ha permitido establecer diferentes reg´ımenes de dispersio´n segu´n la lo-
calizacio´n del ma´ximo resonante en el plano β − ωo. A continuacio´n visualizaremos la
propagacio´n de las ondas acu´sticas a trave´s de distintas nubes, lo que nos permitira´ aso-
ciar cada re´gimen de dispersio´n a una fenomenolog´ıa ondulatoria determinada. As´ı pues,
para una frecuencia de excitacio´n y una fraccio´n de vac´ıo concreta, calcularemos nume´ri-
camente el campo de presio´n acu´stica total p = pa + ps debido a la interaccio´n entre
una onda plana y una nube de burbujas esfe´rica.
Retomando el resultado nume´rico para el mapa de dispersio´n de una nube, hemos
representado en la Fig. 5.23 los puntos para los cuales se ha realizado el ca´lculo de la
presio´n acu´stica total. En el caso (a), nos situaremos justo en las condiciones resonantes
debida al modo colectivo fundamental. Como vemos en la Fig. 5.24 y Fig. 5.25, la pro-
pagacio´n de la onda incidente, la cual posee una gran longitud de onda en comparacio´n
con el taman˜o de la nube, se ve afectada debido a la dispersio´n resonante (con patro´n
monopolar) de energ´ıa acu´stica. En el punto (b), la onda incidente, con una frecuencia
ma´s elevada, excita el modo colectivo dipolar de la nube. De esta manera, se observa
una dispersio´n de energ´ıa de acuerdo a un patro´n de esta naturaleza. Para el caso (c),
vemos que para nubes algo ma´s diluidas, la dispersio´n de patro´n cuadrupolar se vuelve
dominante en el espectro. No´tese co´mo el frente de ondas incidente tiende a retrasarse
dentro de la nube debido a la disminucio´n de la velocidad del sonido efectiva. Esto hace
que la nube, en estas condiciones, se comporte como una lente acu´stica, aumentando
notablemente la presio´n total en su parte trasera (regio´n focal).
Como ya se comento´, para nubes lo suficientemente diluidas dentro de la regio´n de
transicio´n, y excitadas a frecuencias cercanas a ωn, la dispersio´n ma´xima es consecuen-
cia de la superposicio´n de una gran variedad de modos colectivos de orden superior.
Debido a esto, la onda dispersada seguira´ unos patrones cada vez ma´s complejos y no
catalogables. En el punto (d), observamos el efecto de apantallamiento, caracter´ısitco
para ωo = ωn, de las burbujas situadas en la corteza externa de la nube. En este caso,
las longitudes de onda finitas de la excitacio´n provocan efectos de difraccio´n, los cuales
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Figura 5.23: Mapa de la dispersio´n acu´stica Σs producida por una nube de N = 2000 burbujas
monodispersas de radio Ro = 3 µm. Los diamantes indican los valores de β y ωo usados en las
distintas simulaciones.
Figura 5.24: Propagacio´n acu´stica a trave´s de una nube monodispersa con N = 2000 burbujas
de Ro = 3 µm. Campo de presio´n total instanta´neo. (a) ωo/ωn = 0.152 y β = 10
−2, (b)
ωo/ωn = 0.396 y β = 10
−3, (c) ωo/ωn = 0.600 y β = 10
−4, (d) ωo/ωn = 1 y β = 10
−5, (e)
ωo/ωn = 1 y β = 10
−6, (f) ωo/ωn = 1 y β = 10
−7. La escala de colores representa la presio´n
acu´stica en el instante considerado: el rojo indica la presio´n ma´xima positiva, mientras que el
azul indica la presio´n ma´xima negativa.
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Figura 5.25: Propagacio´n acu´stica a trave´s de una nube monodispersa con N = 2000 burbujas
de Ro = 3 µm. Amplitud del campo acu´stico total. (a) ωo/ωn = 0.152 y β = 10
−2, (b) ωo/ωn =
0.396 y β = 10−3, (c) ωo/ωn = 0.600 y β = 10
−4, (d) ωo/ωn = 1 y β = 10
−5, (e) ωo/ωn = 1 y
β = 10−6, (f) ωo/ωn = 1 y β = 10
−7. La escala de colores representa la amplitud acu´stica: el
rojo indica la presio´n ma´xima, mientras que azul indica presio´n nula.
explican la aparicio´n de una regio´n de sombra acu´stica detra´s de la nube. No´tese en
la Fig. 5.25 el gran decaimiento de la intensidad acu´stica a lo largo de la nube debido
al alto nivel de atenuacio´n. Finalmente, en los casos (e) y (f), la nube puede conside-
rarse acu´sticamente diluida. As´ı pues, vemos que la dispersio´n resonante es debida a
la contribucio´n individual de cada una de las burbujas, lo que explica las fluctuaciones
espaciales aleatorias observadas en campo total de presio´n acu´stica. No obstante, como
se ha demostrado, a medida que baja la fraccio´n de vac´ıo, el coeficiente de atenuacio´n
disminuye. Esto hace que el efecto de apantallamiento se vuelva ma´s de´bil, permitiendo
que las ondas se propaguen a trave´s de la nube con una mayor amplitud.
El ana´lisis de la interaccio´n acu´stica entre nubes con geometr´ıa esfe´rica y ondas
planas monocroma´ticas, constituye un me´todo muy u´til para estudiar anal´ıticamente,
y de forma rigurosa, los modos de resonancia colectivos y las propiedades de la disper-
sio´n acu´stica en nubes de burbujas. No obstante, la forma de las excitaciones acu´sticas
usadas en las distintas aplicaciones tecnolo´gicas, junto con las posibles configuracio-
nes geome´tricas de las nubes, quedan muy lejos de la formulacio´n aqu´ı planteada. Sin
embargo, el algoritmo y co´digo desarrollado, basado en la teor´ıa auto-consistente de
la dispersio´n mu´ltiple, nos permite abordar nume´ricamente la propagacio´n de ondas
acu´sticas de cualquier naturaleza a trave´s de nubes de burbujas con cualquier geo-
metr´ıa. Como ejemplo, ve´ase la Fig. 5.26, donde se ha simulado la dispersio´n de un haz
acu´stico finito, irradiado por un transductor piezoele´ctro, por una nube de burbujas
esfe´rica. Por otro lado, haciendo uso de la herramienta FFT para el ana´lisis espectral
de sen˜ales, podremos simular tambie´n la propagacio´n y dispersio´n de paquetes de ondas
como se muestra en la Fig. 5.27. En estos casos, la visualizacio´n de los feno´menos de
dispersio´n mu´ltiple resultan ma´s evidentes.
Para concluir este estudio, se ha simulado la propagacio´n de un pulso acu´stico, ge-
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Figura 5.26: Propagacio´n de una haz irradiado por un transductor a trave´s de una nube de
burbujas esfe´rica. La escala de colores representa la amplitud acu´stica.
Figura 5.27: Propagacio´n, para varios instantes, de un pulso acu´stico a trave´s de una nube de
burbujas esfe´rica. La escala de colores representa la amplitud acu´stica.
nerado por un transductor, a trave´s de una la´mina de microburbujas monodispersas
de radio Ro = 3 µm, con el fin de visualizar los feno´menos de atenuacio´n y disper-
sio´n acu´stica que tienen lugar en el montaje experimental propuesto en el Cap´ıtulo 4
[Leroy (2008), Leroy (2009)]. Como se muestra en la Fig. 5.28, un paquete de ondas
con una frecuencia central de 2.25 MHz, penetra en la la´mina de microburbujas para
finalmente dispersarse. El mapa de colores en cada instante revela un decaimiento en la
amplitud total del pulso acu´stico debido a los feno´menos de absorcio´n y dispersio´n, la
cual se observa claramente en la Fig. 5.28(e) y 5.28(f), una vez el paquete de ondas ha
sobrepasado la la´mina.
5.5. Conclusiones
La dina´mica de las oscilaciones acopladas entre las burbujas dentro de una nube ha
sido formulada con el fin de reconocer y analizar los distintos comportamientos colec-
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Figura 5.28: Simulacio´n de la propagacio´n de un pulso acu´stico a trave´s de una la´mina de
microburbujas monodispersas. La escala de colores representa la amplitud acu´stica.
tivos en el re´gimen lineal. As´ı pues, se ha resuelto de forma nume´rica el problema de
autovalores asociado, a partir del cual hemos podido obtener los modos de oscilaciones
colectivas y las frecuencias propias de una nube esfe´rica. Esta solucio´n nos ha permitido
visualizar las distintas configuraciones espaciales de los modos colectivos, confirmando
que el modo fundamental se produce a una frecuencia mucho menor que la frecuencia na-
tural de las burbujas. Una vez identificados estos modos, se ha calculado nume´ricamente
la respuesta forzada de una nube ante excitaciones acu´sticas externas. Los resultados
obtenidos muestran que la compresibilidad del medio juega un papel fundamental a la
hora de establecer la frecuencia de resonancia y configuracio´n final de las oscilaciones
de una nube de burbujas. Para validar estos resultados, se ha obtenido una solucio´n
anal´ıtica basada en la aproximacio´n de medio cont´ınuo. Esta aproximacio´n, la cual de-
muestra ser va´lida para un amplio rango parame´trico, nos permite obtener de forma
teo´rica los modos y frecuencias propias de una nube de burbujas esfe´rica, corrigiendo
los resultados cla´sicos basados en la hipo´tesis de medio incompresible.
Por otro lado, y conectado con el comportamiento de las oscilaciones colectivas,
se ha formulado el problema de la dispersio´n acu´stica debido a la interaccio´n de una
onda externa con una nube de burbujas. Basa´ndonos en la teor´ıa auto-consistente de la
dispersio´n mu´ltiple, se ha desarrollado un algoritmo con el fin de calcular nume´ricamente
la presio´n acu´stica total dispersada por la nube en cada punto del espacio. Este modelo,
por tanto, nos ha permitido resolver el problema de dispersio´n mu´ltiple considerando
todos los o´rdenes de acoplamiento. As´ı pues, a trave´s de la definicio´n de la seccio´n eficaz,
se ha elaborado un mapa de dispersio´n que caracteriza los distintos reg´ımenes acu´sticos
de la nube de burbujas. Este mapa, el cual abarca un amplio rango de fracciones de
vac´ıo y frecuencias de excitacio´n, muestra de forma clara la zona de dispersio´n acu´stica
asociada a comportamientos colectivos. Este resultado establece, por tanto, que los
reg´ımenes de dispersio´n resonante se dan para las frecuencias propias correspondientes
a los modos de oscilaciones colectivas. Los ca´lculos nume´ricos para la seccio´n eficaz de
dispersio´n de la nube han sido validados finalmente por resultados anal´ıticos obtenidos
en base a la Teor´ıa del Medio Efectivo.
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Cap´ıtulo 6
Fuerzas de Bjerknes en nubes de
microburbujas
El comportamiento real de las burbujas dentro de una nube puede llegar a ser muy
complejo debido a que sus posiciones relativas var´ıan como efecto de la excitacio´n acu´sti-
ca. Las fuerzas que inducen este movimiento se conocen como fuerzas de Bjerknes, las
cuales han sido analizadas de forma teo´rica. Por otro lado, se ha estudiado la interac-
cio´n mutua entre pares de burbujas con el fin de calcular nume´ricamente el movimiento
relativo entre ellas, y explicar los feno´menos asociados que tienen lugar. Por u´ltimo, se
ha implementado un algoritmo que predice la formacio´n de agrupaciones (clustering)
de burbujas en nubes excitadas acu´sticamente, feno´meno ampliamente observado en
experimentos.
6.1. Introduccio´n
En el estudio de la dina´mica lineal acoplada y de la propagacio´n de ondas en nubes
de microburbujas, es comu´n asumir que las posiciones de estas en el espacio son esta´ti-
cas. Esto esta´ justificado debido a que la velocidad de propagacio´n del sonido es mucho
mayor que la del posible movimiento traslacional neto de las burbujas. De esta manera,
se puede considerar que la nube permanece congelada durante el lapso de tiempo en que
ocurren los feno´menos de acoplamiento dina´mico y dispersio´n acu´stica asociados. No
obstante, se observa en la pra´ctica que, incluso para excitaciones de corta duracio´n, las
burbujas se pueden desplazar distancias del orden de su propio taman˜o. Esto hace que
la configuracio´n espacial de la nube evolucione en el tiempo a medida que es irradiada,
llega´ndose a formar agrupaciones o clustering de burbujas bajo determinadas condi-
ciones [Leighton (1994), Reddy (2002), Pelekasis (2004)]. La naturaleza de las fuerzas
que originan estos desplazamientos, y la dina´mica de los movimientos asociados, sera´n
objeto de ana´lisis en este cap´ıtulo.
La existencia de perturbaciones de origen acu´stico en los alrededores de una burbuja
hace que esta, en primera instancia, realice oscilaciones radiales debido al desequilibrio
entre su presio´n interna y la presio´n del medio que la rodea. Como consecuencia, y
debido a los mecanismos de reradiacio´n acu´stica, esta burbuja generara´ a su vez una
nueva perturbacio´n asociada al movimiento de su contorno. Todas estas perturbaciones,
por tanto, crean en el medio unos gradientes de presio´n tales que, al incidir sobre la
superficie de las burbujas, les infieren una fuerza conocida como fuerza de radiacio´n
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[Leighton (1994), Doinikov (1997)]. Dependiendo de la naturaleza de la onda de presio´n
que alcance a una burbuja, podemos definir dos tipos de fuerza de radiacio´n: (a) la
fuerza de radiacio´n primaria es la creada por la onda primaria, u onda de excitacio´n
externa pa, mientras que (b) la fuerza de radiacio´n secundaria es la creada por la onda
secundaria, u onda dispersada ps, generada por las burbujas vecinas. Ambas fuerzas,
debido al desfase temporal entre la variacio´n del gradiente de presiones instanta´neo, y el
volumen de la burbuja durante sus oscilaciones, tienen una componente oscilatoria con
promedio no nulo generalmente [Blake (1949), Crum (1975)]. Esto hace que la burbuja
se desplace de su posicio´n de origen siguiendo un movimiento de vaive´n, con una celeri-
dad que depende de su taman˜o de equilibrio, la frecuencia y amplitud de la excitacio´n,
los taman˜os y posiciones de las burbujas vecinas, y de las propiedades del medio en
el que se encuentra [Toilliez (2008)]. Al resultado promedio de las fuerzas de radiacio´n
se le denomina fuerza de Bjerknes primaria y secundaria respectivamente, y sera´n las
responsables de la traslacio´n neta de las burbujas cuando son excitadas acu´sticamente
[Bjerknes (1906)].
6.2. Teor´ıa cla´sica de las fuerzas de Bjerknes
La existencia de perturbaciones de origen acu´stico en los alrededores de una pobla-
cio´n de N burbujas da lugar a las llamadas fuerzas de radiacio´n, las cuales provocan un
eventual movimiento relativo entre estas [Doinikov (1997)]. Efectivamente, si el campo
de presio´n acu´stica total se expresa como la superposicio´n entre la onda de excitacio´n
externa y la onda dispersada por la nube, es decir, p = pa +
∑N
i=1 psi, la fuerza de
radiacio´n total FRi sobre la burbuja i se escribe
FRi = −
∫
Si
pn dσi = −
∫
Vi
∇p dτi ≃ −Vi∇pa|i −
N∑
j 6=i
Vi∇psj |i, (6.1)
donde Si es la superficie de la burbuja en cuestio´n, con n la normal externa, y Vi es
su volumen. No´tese que, al considerar longitudes de onda λ mucho ma´s grande que el
taman˜o de las burbujas, los gradientes de presio´n acu´stica tendra´n un valor aproximada-
mente constante en los alrededores de estas [Leighton (1994)]. Observando el resultado
anterior, podemos identificar la fuerza de radiacio´n primaria sobre la burbuja i como
F
(1)
Ri = −Vi∇pa|i, y la fuerza de radiacio´n secundaria, debido a la interaccio´n con la
burbuja j, como F
(2)
Rij = −Vi∇psj |i. Obviamente, la fuerza de radiacio´n secundaria total
sera´ la suma vectorial de todas las interacciones con el resto de burbujas presentes en
la nube, es decir, F
(2)
Ri =
∑N
j 6=iF
(2)
Rij = −
∑N
j 6=i Vi∇psj |i.
6.2.1. Fuerza primaria de Bjerknes
La fuerza primaria de Bjerknes sobre la burbuja i dentro de una nube se define
como el promedio temporal, a lo largo de un periodo de oscilacio´n, de la fuerza de
radiacio´n primaria. Esta fuerza viene dada por F
(1)
Ri = −Vi∇pa|i, donde Vi es el volumen
instanta´neo de la burbuja, y ∇pa|i es el gradiente de presio´n, evaluado en la posicio´n
de esta, debido a la onda de excitacio´n externa. Por tanto, la fuerza de primaria de
Bjerknes sera´
F
(1)
Bi = −〈Vi∇pa|i〉 , (6.2)
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donde 〈f(t)〉 = T−1 ∫ T0 f(t)dt, representa la operacio´n de promediado, con T = 2π/ωo
el periodo de la excitacio´n. Si el campo acu´stico asociado a la excitacio´n externa viene
dado por la onda plana pa = Pa cos(kz − ωot), la cual se propaga a lo largo del eje z, el
gradiente de presio´n, evaluado en la posicio´n de la burbuja i, sera´ simplemente
∇pa|i = −Pak sin(kzi − ωot)uz. (6.3)
Por otro lado, si asumimos oscilaciones de pequen˜a amplitud, el volumen instanta´neo se
puede linealizar como Vi = Voi(1+3Xi), siendo Voi = 4πR
3
oi/3 el volumen de equilibrio.
En consonancia con la excitacio´n, estas oscilaciones seguira´n una evolucio´n tal que
Xi = εi cos(kzi + φi − ωot), con εi = |Xˆi| ≪ Roi la amplitud y φi la fase de las
oscilaciones. Substituyendo estas expresiones en la definicio´n de la fuerza primaria de
Bjerknes llegamos a
F
(1)
Bi = 4πPakR
3
oi 〈Xi sin(kzi − ωot)〉uz, (6.4)
donde se ha asumido que 〈sin(kzi − ωot)〉 = 0. Efectuando la operacio´n de promediado
escribimos finalmente
F
(1)
Bi = −2πPakR3oiεi sinφiuz. (6.5)
Observamos que esta fuerza siempre tiene la direccio´n de la propagacio´n de la onda
externa. Su magnitud depende tanto de la amplitud de las oscilaciones, como de la fase
de estas con respecto a la excitacio´n [Eller (1968)].
i
j
FBij
(2)
FBi
(1)
pa
z
x
psj
Figura 6.1: Esquema de las fuerzas primarias F
(1)
Bi y secundarias F
(2)
Bij de Bjerknes sobre la
burbuja i.
En el caso ma´s sencillo de una u´nica burbuja aislada, el resultado de la dina´mica de
las oscilaciones sera´ simplemente Xˆ = −Pa[(ωn/ωo)2 − 1 − iΓ]−1/ρ∞ω2oR2o, con lo que
la fuerza primaria de Bjerknes resulta
F
(1)
B =
2πP 2a kRo
ρ∞ω2o
Γuz[
(ωn/ωo)
2 − 1
]2
+ Γ2
, (6.6)
la cual tiene siempre sentido positivo a lo largo del eje de propagacio´n [Leighton (1994)].
Se observa en la Fig. 6.2 que el mo´dulo de esta fuerza se maximiza para una frecuencia
de excitacio´n igual a la frecuencia natural de la burbuja ωn. Como revela esta expresio´n,
la existencia de la fuerza primaria de Bjerknes se debe a la presencia de amortiguamien-
to. Si la burbuja careciese de mecanismos de disipacio´n y reradiacio´n, sus oscilaciones
estar´ıan siempre en fase o en anti-fase con respecto a la excitacio´n, haciendo que el
promedio de la fuerza de radiacio´n primaria sea nulo.
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Figura 6.2: Espectro de la fuerza primaria de Bjerknes F
(1)
B sobre una burbuja aislada de radio
Ro = 1, 3 y 10 µm.
6.2.2. Fuerza secundaria de Bjerknes
De forma ana´loga a la fuerza primaria, la fuerza secundaria de Bjerknes sobre la
burbuja i provocada por la burbuja j, se define como el promedio temporal de la fuerza
de radiacio´n secundaria asociada. Esta fuerza viene dada por F
(2)
Rij = −Vi∇psj |i, donde
∇psj |i es el gradiante de presio´n, evaluado en la posicio´n de la burbuja i, debido a la
onda dispersada por la burbuja j. De esta manera, la fuerza secundaria de Bjerknes es
F
(2)
Bij = −〈Vi∇psj |i〉 . (6.7)
Como sabemos, la onda de presio´n que dispersa una burbuja se puede poner en funcio´n
de sus oscilaciones radiales [Leighton (1994)]. Si la burbuja i esta´ situada en la posicio´n
marcada por ri, la presio´n dispersada medida en el punto r se expresa
psi =
ρ∞
|r− ri|
[
R2i (τi)R¨i(τi) + 2Ri(τi)R˙
2
i (τi)
]
− ρ∞
2
R4i R˙
2
i
|r− ri|4 , (6.8)
donde τi = t− |r− ri|/c∞ es el tiempo retardado. Asumiendo oscilaciones de pequen˜a
amplitud alrededor del radio de equilibrio, la expresio´n anterior se puede linealizar
como psi = ρ∞R3oiX¨i(τi)/|r − ri|. Por lo tanto, considerando nuevamente oscilaciones
monocroma´ticas de la forma Xi = εi cos(kzi + φi − ωot), podemos escribir el gradiente
de presio´n, evaluado en la posicio´n de la burbuja j, como
∇psi|j = ρ∞ω2oR3oi
εi
r2ij
[cos(ϕi + krij − ωot) + krij sin(ϕi + krij − ωot)]uij , (6.9)
donde hemos definido el a´ngulo de fase generalizado ϕi = kzi + φi. El te´rmino uij
representa el versor en la direccio´n del vector que une la burbuja i con la j, las cuales
esta´n separadas una distancia rij = |ri − rj |. Substituyendo esta expresio´n, junto con
la del volumen linealizado, en la definicio´n de fuerza secundaria de Bjerknes, se llega a
F
(2)
Bij = 4πρ∞ω
2
oR
3
oiR
3
oj
εj
r2ij
×
× [〈Xi cos(ϕj + krij − ωot)〉+ krij 〈Xi sin(ϕj + krij − ωot)〉]uij .
(6.10)
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Finalmente, efectuando la operacio´n de promediado sobre los dos te´rminos de la expre-
sio´n anterior, escribimos esta fuerza como
F
(2)
Bij = 2πρ∞ω
2
oR
3
oiR
3
oj
εiεj
r2ij
(cosΦij − krij sinΦij)uij , (6.11)
donde se ha definido Φij = ϕi − ϕj − krij como la diferencia de fase total entre las dos
burbujas, la cual juega un papel fundamental a la hora de establecer el sentido de la
fuerza. En la forma original de esta teor´ıa, las oscilaciones de las burbujas se encuen-
tran desacopladas [Bjerknes (1906), Crum (1975)]. Sin embargo, para tener en cuenta
las interacciones que se producen en una nube con una densidad relativamente alta,
la amplitud εi y fase φi de las oscilaciones de cada burbuja se deben obtener a par-
tir del sistema de ecuaciones que gobierna la dina´mica acoplada [Zabolotskaya (1984)].
No´tese que este resultado es generalmente va´lido para valores de krij arbitrariamente
grandes, por lo que recoge los efectos de las interacciones acu´sticas de largo alcance
[Doinikov (1997)]. No obstante, su aplicabilidad se limita u´nicamente al caso de excita-
ciones de pequen˜a amplitud.
En el caso en que krij ≪ 1, es decir, cuando la longitud de onda de la excitacio´n es
mucho ma´s grande que la separacio´n entre dos burbujas, o lo que es lo mismo, cuando la
compresibilidad del medio es lo suficientemente pequen˜a para que los efectos dina´micos
se acoplen de manera instanta´nea (tiempo de retardo nulo), se tiene que
F
(2)
Bij = 2πρ∞ω
2
oR
3
oiR
3
oj
εiεj
r2ij
cos(φi − φj)uij , (6.12)
expresio´n que se corresponde con la definicio´n cla´sica de la fuerza secundaria de Bjerknes
para interacciones de corto alcance [Crum (1975)]. Atendiendo al valor de la diferencia
de fase de las oscilaciones de las burbujas, podemos decir, en relacio´n al sentido de la
fuerza, que:
si 0 ≤ |φi − φj | < π/2, sobre las burbujas actuara´ una fuerza de atraccio´n,
si |φi − φj | = π/2, sobre las burbujas no actuara´ fuerza alguna,
si π/2 < |φi − φj | ≤ π, sobre las burbujas actuara´ una fuerza de respulsio´n.
A continuacio´n, analizaremos las fuerzas secundarias de Bjerknes que actu´an entre
un par de burbujas, cuyos taman˜os, distancia y orientacio´n con respecto a la onda de
presio´n externa pa se ira´n variando. El resultado exacto de esta fuerza, representado
en (6.11), se comparara´ con la aproximacio´n dada por la expresio´n (6.12) en un amplio
espectro de frecuencias de excitacio´n. En primer lugar, tenemos dos burbujas monodis-
persas con un radio Ro = 3 µm, las cuales esta´n separadas una distancia rij y orientadas
segu´n el eje x, en el primer caso, y segu´n el eje z (eje de propagacio´n) en el segundo.
Como se observa en la Fig. 6.3, la fuerza secundaria es siempre atractiva para valores
de krij ≪ 1, ya que ambas burbujas, al ser del mismo taman˜o, esta´n oscilando con
similar fase, φi = φj . Vemos que esta fuerza alcanza un ma´ximo para una frecuencia
ligeramente inferior a la frecuencia natural de las burbujas. Esto es debido a que, para
valores de rij lo suficientemente pequen˜os, la burbujas oscilan de forma acoplada, por
lo que la frecuencia de resonancia colectiva tiende a disminuir. Por otro lado, cuando
krij > 1, aparecen zonas en el espectro donde la fuerza secundaria pasa a ser de re-
pulsio´n. Esta reversio´n de la fuerza es consecuencia de la diferencia de fase debida a
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Figura 6.3: Espectro de la fuerza secundaria de Bjerknes F
(2)
Bij sobre burbujas del mismo
taman˜o: Roi = Roj = 3 µm. Se han considerado distintos valores de la distancia de separacio´n
rij . Las curvas rayadas representan la aproximacio´n de corto alcanze, va´lida para krij ≪ 1.
la localizacio´n espacial de las burbujas dentro del campo acu´stico, siendo por tanto un
efecto de largo alcance [Doinikov (1997)]. Como se comprueba, la orientacio´n del par
de burbujas con respecto al eje de propagacio´n tiene un importante impacto en estas
condiciones: cuanto ma´s orientado este´ el sistema, ma´s zonas de repulsio´n aparecen en
el espectro de la fuerza secundaria, las cuales pueden llegar a ser dominantes.
En segundo lugar estudiaremos el caso de un par de burbujas de distinto taman˜o,
con un radio medio R¯o = 3 µm. En el primer caso, las burbujas tienen un radio Roi = 2
µm y Roj = 4 µm. Como vemos en la Fig. 6.4, para valores de krij ≪ 1 la fuerza
secundaria es atractiva para excitaciones tanto de baja como de alta frecuencia. Sin
embargo, en la zona central del espectro, donde ωnj < ωo < ωni, aparece una fuerza
secundaria de repulsio´n debido a que la diferencia de fase alcanza valores tales que
|φi − φj | > π/2. Obse´rvese que, debido al acoplamiento dina´mico entre las burbujas,
la banda de frecuencias que ocupa la zona de repulsio´n central var´ıa notablemente
a medida que la distancia de separacio´n disminuye [Zabolotskaya (1984), Ida (2005)].
Al igual que en el caso monodisperso, en cuanto krij > 1 tienden a aparecer en el
espectro efectos de reversio´n, debido a la interaccio´n de largo alcance, de la fuerza
secundaria, los cuales se incrementan a medida que el sistema se orienta con respecto
a la propagacio´n. Finalmente, si tenemos un par de burbujas de radios Roi = 1 µm y
Roj = 5 µm, observamos que el ancho de banda de la zona de repulsio´n central, presente
para condiciones de krij ≪ 1, se ve incrementada. Esto se debe a que la diferencia de
taman˜os, y en consecuencia, la diferencia entre sus frecuencias naturales, es mayor.
6.3. Interaccio´n mutua entre pares de burbujas
En esta seccio´n analizaremos las fuerzas de interaccio´n mutua y el movimiento rela-
tivo entre dos burbujas con radios de equilibrio Ro1 < Ro2. Asumiremos que la burbuja
pequen˜a tiene total libertad de movimiento, evolucionando de acuerdo a los diferentes
campos de fuerzas que pueden aparecer en el medio. En contraste, la burbuja grande
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Figura 6.4: Espectro de la fuerza secundaria de Bjerknes F
(2)
Bij , sobre burbujas de distinto
taman˜o: (a) Roi = 2 µm, Roj = 4 µm. (b) Roi = 1 µm, Roj = 5 µm. Se han considerado distintos
valores de la distancia de separacio´n rij . Las curvas rayadas representan la aproximacio´n de corto
alcanze, va´lida para krij ≪ 1.
esta´ fija en un determinado punto, evitando as´ı cualquier tipo de movimiento trasla-
cional [Yoshida (2011)]. Un transductor piezoele´ctrico emitira´ una onda acu´stica mo-
nocroma´tica de pequen˜a amplitud Pa ≪ p∞, y de frecuencia ωo = 2πfo, haciendo que
ambas burbujas realicen oscilaciones radiales siempre que la longitud de onda cumpla
λ ≫ Ro2. Los gradientes de presio´n debido a las ondas primarias y secundarias dara´n
lugar a las fuerzas de radiacio´n, y eventualmente a las fuerzas de Bjerknes. Por tanto,
la burbuja pequen˜a se movera´ segu´n en balance entre las fuerzas ma´sicas, las fuerzas de
radiacio´n, y el resto de fuerzas que se desarrollan durante el movimiento.
6.3.1. Oscilaciones lineales acopladas
La primera etapa de nuestro problema sera´ plantear las ecuaciones que modelan
las oscilaciones acopladas de ambas burbujas [Zabolotskaya (1984), Doinikov (1995)].
Consideraremos, en primer lugar, que la separacio´n D entre los centros de las burbujas
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es lo suficientemente pequen˜a como para evitar efectos de retardo en el acoplamiento
debido a la compresibilidad del medio. Rigurosamente hablando, se requiere entonces
que kD ≪ 1, por lo que los feno´menos de interaccio´n de largo alcance sera´n ignorados.
Dada la de´bil intensidad de la excitacio´n acu´stica, las burbujas realizara´n oscilaciones
de pequen˜a amplitud, lo que justifica la hipo´tesis que establece la conservacio´n de la
simetr´ıa radial incluso para distancias de separacio´n muy pequen˜as [Yoshida (2011)].
A continuacio´n, linealizaremos la ecuacio´n para la dina´mica de las oscilaciones de cada
burbuja haciendo R = Ro(1+X), con |X| ≪ 1. En consecuencia se obtiene (ver Cap´ıtulo
5),
X¨1 + 2d1X˙1 + ω
2
n1X1 = −
pa
ρ∞R2o1
− R
3
o2
R2o1
X¨2
D
, (6.13)
X¨2 + 2d2X˙2 + ω
2
n2X2 = −
pa
ρ∞R2o2
− R
3
o1
R2o2
X¨1
D
, (6.14)
donde la presio´n en los alrededores de ambas burbujas, debida a la excitacio´n acu´stica ex-
terna u onda primaria, sera´ pa = Pa exp(−iωot). No´tese que, dada la condicio´n kD ≪ 1,
las dos burbujas perciben, aproximadamente, una misma presio´n acu´stica. Este sistema
puede ser resuelto si tomamos soluciones oscilatorias de la forma X = Xˆ exp(−iωot),
donde Xˆ = ε exp(iφ) es la amplitud compleja, siendo ε y φ la amplitud y la fase de las
oscilaciones respectivamente. Por tanto,
Xˆ1 =
−1
(ωn1/ωo)2 − 1− iΓ1
(
Pa
ρ∞ω2oR2o1
− R
3
o2
R2o1
Xˆ2
D
)
, (6.15)
Xˆ2 =
−1
(ωn2/ωo)2 − 1− iΓ2
(
Pa
ρ∞ω2oR2o2
− R
3
o1
R2o2
Xˆ1
D
)
. (6.16)
Es fa´cil de comprobar que, para distancias de separacio´n lo suficientemente grandes, se
recupera la solucio´n para las oscilaciones lineales en un sistema desacoplado.
Para este ana´lisis, nos restringiremos a las condiciones parame´tricas de los experi-
mentos llevados a cabo por Yoshida et al. (ver Fig. 6.5), en los cuales dos burbujas,
con radios Ro1 ≪ Ro2, son excitadas por una onda estacionaria de amplitud Pa = 3
kPa y frecuencia fo = 27 kHz [Yoshida (2011)]. El taman˜o de la burbuja grande es tal
que ωo ∼ ωn2, es decir, su taman˜o satisface Ro2/Rn ∼ 1, donde Rn ≃ 120 µm es el
radio resonante. En consecuencia, la frecuencia de resonancia de la burbuja pequen˜a
sera´ ωn1 ≫ ωo. Por tanto, mientras que esta burbuja esta´ excitada a una muy baja
frecuencia relativa, la grande estara´ oscilando siempre muy cerca de su re´gimen reso-
nante. Como veremos, estas condiciones nos permitira´n romper el acomplamiento de
la burbuja grande incluso para pequen˜as distancias de separacio´n. Efectivamente, el
te´rmino de acoplamiento en la ecuacio´n (6.16) podra´ ser despreciado para D ∼ Ro2
dado que Pa ≫ 3γp∞ε1(Ro1/Ro2)3, donde γ es el coeficiente adiaba´tico del gas dentro
de la burbuja. Esto significa, como se esperaba, que la burbuja grande no esta´ siendo
pra´cticamente excitada por la onda secundaria emitida por la pequen˜a. En cambio, la
influencia de las ondas emitidas por la grande sobre las oscilaciones de la burbuja pe-
quen˜a puede resultar dominante para valores relativamente altos de D. Comprobamos,
analizando la ecuacio´n (6.15), que la presio´n debida a la onda secundaria sera´ del mismo
orden que la debida a la primaria cuando D ∼ 3γp∞ε2Ro2/Pa.
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Figura 6.5: Visualizacio´n experimental del feno´meno de atraccio´n entre dos burbujas debido
a las fuerzas secundarias de Bjerknes. Extra´ıdo de Yoshida et al. (2011). La burbuja grande
esta´ adherida a una pel´ıcula de pol´ımero de ep = 80 µm de espesor con el fin de evitar los
efectos de imagen (ep ≪ λ).
Para confirmar cuantitativamente el desacoplamiento parcial del sistema, pasare-
mos a estimar la amplitud de las oscilaciones ε. La burbuja grande, excitada de forma
resonante u´nicamente por la onda primaria, realizara´ unas oscilaciones de amplitud
ε2 ≃ Pa/3γp∞Γ2 ∼ 10−1. No´tese que el coeficiente de amortiguamuento, en la reso-
nancia, toma unos valores t´ıpicos de Γ2 ≃ 0.1 para los taman˜os que nos atan˜en en el
presente problema (ver Cap´ıtulo 3). Por otro lado, se ha justificado que las oscilaciones
de la burbuja pequen˜a s´ı que dependen de la distancia de separacio´n. Por tanto, para
distancias D ≫ 10Ro2, podemos comprobar que esta burbuja se desacopla de la grande,
con lo que la amplitud de sus oscilaciones valdra´ ε1 ≃ Pa/3γp∞ ∼ 10−2. En cambio,
cuando la distancia es D ≪ 10Ro2, la burbuja pequen˜a esta´ completamente acoplada,
de manera que u´nicamente es excitada por las ondas secundarias provenientes de la
burbuja grande. As´ı pues, su amplitud alcanzara´ un valor ε1 ≃ ε2Ro2/D en estas con-
diciones. En consecuencia, se deduce que ε1 ≃ ε2 para distancias de separacio´n muy
pequen˜as.
6.3.2. Movimiento de traslacio´n
En esta seccio´n se obtendra´ la ecuacio´n diferencial que gobierna el movimiento tras-
lacional de la burbuja pequen˜a con el fin de resolver nume´ricamente la evolucio´n en
el tiempo de la distancia de separacio´n D(t). En primer lugar, tanto las fuerzas de
flotacio´n como las fuerzas de radiacio´n primaria podra´n ser ignoradas frente a las se-
cundarias para D ≪ λ. De esta manera, estas u´ltimas fuerzas son las u´nicas que inducen
el desplazamiento de la burbuja pequen˜a. Dado que la fuerza de radiacio´n secundaria
estara´ siempre orientada hacia el centro de la burbuja grande (Fig. 6.1), el movimiento
total de la pequen˜a sera´ unidireccional, siguiendo la l´ınea que conecta a ambas bur-
bujas. A continuacio´n analizaremos de forma separada las distintas fuerzas que tienen
lugar durante el movimiento. Aunque la formulacio´n para el ca´lculo de las oscilaciones
acopladas de las burbujas se haya realizado asumiendo dina´mica lineal, conservaremos
todos los te´rminos no lineales en la definicio´n de las fuerzas con vista a futuros ana´lisis
[Maxey (1983)].
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Fuerza de radiacio´n secundaria Como se ha visto en la seccio´n anterior, la fuerza
de radiacio´n secundaria se expresa como FR = −V1∇ps2|1. El gradiente de presio´n de
la onda secundaria, asumiendo que la burbuja grande esta´ posicionada en el origen, se
calculara´ a partir de la expresio´n (6.8), donde consideraremos un tiempo de retardo
nulo debido a que λ≫ D. De esta manera, una vez evaluado el gradiente en la posicio´n
de la burbuja pequen˜a, el mo´dulo de esta fuerza resulta
FR =
4
3
πρ∞R31
(
R22R¨2 + 2R2R˙
2
2
D2
− 2R
4
2R˙
2
2
D5
)
. (6.17)
Fuerza de inercia virtual En segundo lugar, las fuerzas de inercia virtuales (o de
masa an˜adida) que se desarrollan durante el movimiento, se pueden interpretar como la
mitad de la tasa de variacio´n del momento lineal de la masa de fluido que ocupar´ıa el
volumen de la burbuja mientras esta se mueve con una velocidad relativa U = D˙ − u2.
Formalmente, esta fuerza se escribe FI = −12ρ∞d(V1U)/dt. Expresando el volumen de
la burbuja como V1 = 4πR
3
1/3 y desarrollando la derivada, obtenemos [Maxey (1983),
Reddy (2002)]
FI = −2
3
πρ∞R31
(
D¨ − du2
dt
)
− 2πρ∞R21
dR1
dt
(D˙ − u2). (6.18)
En este caso, la velocidad u2 es la debida al flujo potencial creado por las oscilaciones
de la burbuja grande en los alrededores de la pequen˜a, con lo cual u2 = R
2
2R˙2/D
2
[Leighton (1994)]. Las derivadas temporales de la velocidad del flujo y del radio de la
burbuja deben computarse en el sentido Lagrangiano, es decir, siguiendo su trayectoria.
Esto implica, en primer lugar, que du2/dt = ∂u2/∂t+ D˙∂u2/∂D, y por lo tanto
du2
dt
=
R22R¨2 + 2R2R˙
2
2
D2
− 2R
2
2R˙2
D3
D˙. (6.19)
Por otro lado, la derivada Lagrangiana del radio de la burbuja pequen˜a sera´
dR1
dt
= R˙1 +
∂R1
∂D
D˙. (6.20)
No´tese que el te´rmino D˙∂R1/∂D es distinto de cero ya que R1 = R1(t,D) debido al
acoplamiento de las oscilaciones. El ca´lculo de la derivada se lleva a cabo asumiendo
pequen˜as oscilaciones de la forma R1 = Ro1[1 + Xˆ1 exp(−iωot)], con lo que podemos
escribir ∂R1/∂D = Ro1(∂Xˆ1/∂D) exp(−iωot). Haciendo uso de la solucio´n (6.15), obte-
nemos finalmente
∂R1
∂D
D˙ =
R2o1
ωoRo2
[
R˙2ImΨ1 − ωo(R2 −Ro2)ReΨ1
] D˙
D2
, (6.21)
donde Ψ1 = (Ro2/Ro1)
3[(ωn1/ωo)
2−1− iΓ1]−1 es una funcio´n compleja relacionada con
las oscilaciones de la burbuja pequen˜a. No obstante, este te´rmino puede ser ignorado
frente a R˙1 ya que las variaciones de la posicio´n de la burbuja (vibraciones) durante
un periodo de oscilacio´n, aunque ra´pidas, sera´n de pequen˜a amplitud. Efectivamente, si
llamamos σ a la amplitud de estas vibraciones, se cumplira´ en todo instante
R˙1
D˙∂R1/∂D
∼ ε1D
2
ε2σRo2
≫ 1 (6.22)
siempre que σ ≪ D. Por tanto asumimos, en primera aproximacio´n, que dR1/dt ≃ R˙1.
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Fuerza de resistencia viscosa Por u´ltimo, el mo´dulo de las fuerza de resistencia
viscosa puede ser expresado como el arrastre de Stokes que sufre la burbuja al moverse
con una velocidad relativa U = D˙ − us. Bajo las condiciones parame´tricas de nuestro
problema, el nu´mero de Reynolds basado en la velocidad radial de oscilacio´n es gene-
ralmente Re = ρ∞Ro1|R˙1|/µL & 1. Por lo tanto, siguiendo el ana´lisis realizado por
Magnaudet et al., la fuerza de resistencia debe ser escrita [Magnaudet (1998)]
FD = −12πµLR1(D˙ − u2), (6.23)
donde la influencia de las fuerzas de historia se han ignorado en este re´gimen de acuerdo
con lo estimado en Yoshida et al. de forma experimental [Yoshida (2011)].
Una vez analizadas todas las fuerzas que intervienen en el problema, la ecuacio´n que
gobierna el movimiento de traslacio´n de la burbuja pequen˜a se puede plantear, segu´n la
ley de Newton, como FR+FI +FD = 0. Substituyendo las expresiones para cada fuerza
obtenemos finalmente
2
3
πρ∞R31
(
D¨ − du2
dt
)
+ 2πρ∞R21R˙1(D˙ − u2) =
=
4
3
πρ∞R31
(
R22R¨2 + 2R2R˙
2
2
D2
− 2R
4
2R˙
2
2
D5
)
− 12πµLR1(D˙ − u2),
(6.24)
As´ı pues, para cerrar este ana´lisis, la ecuacio´n de movimiento (6.24) debe ser resuelta
junto con las ecuaciones (6.13) y (6.14), las cuales modelan la dina´mica de las oscila-
ciones lineales de ambas burbujas. Por consiguiente, tendremos que resolver nume´rica-
mente un sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas con el propo´sito de obtener
la evolucio´n temporal de nuestras tres inco´gnitas: D, R1 y R2. La Fig. 6.6 muestra la
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Figura 6.6: Evolucio´n de la distancia de separacio´n D, y de las oscilaciones radiales X1 y X2,
para dos burbujas de radios Ro1/Rn = 0.2 y Ro2/Rn = 1.2. La distancia de separacio´n inicial
es Do = 250 µm, y T = 2π/ωo es el periodo de la excitacio´n. En el zoom se observa el vaive´n, o
movimiento vibracional, que sufre la burbuja pequen˜a durante su traslacio´n.
evolucio´n de la distancia de separacio´n, y de la oscilaciones de cada burbuja. Bajo las
condiciones consideradas, la burbuja pequen˜a se siente atraida por la grande. A medida
que la distancia se reduce, sus oscilaciones van aumentando debido al cada vez mayor
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acoplamiento acu´stico. En cambio, la burbuja grande mantiene la amplitud de sus os-
cilaciones constante e independiente de la distancia de separacio´n, lo que confirma su
condicio´n desacoplada. Se observa que, unido a la traslacio´n neta, la burbuja realiza
un movimiento de vaive´n (vibraciones) con una frecuencia similar a la de la excitacio´n.
Como podemos comprobar, la amplitud de estas vibraciones aumenta a medida que la
distancia disminuye.
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Figura 6.7: Evolucio´n de la distancia de separacio´n D entre un par de burbujas. El radio de la
burbuja pequen˜a es Ro1/Rn = 0.2, mientras que el de la grande toma valores entre Ro2/Rn = 0.8
y Ro2/Rn = 1.4. Cada curva se corresponde a una separacio´n inicial Do distinta.
En la Fig. 6.7 se representa la evolucio´n de la distancia de separacio´n para varios
valores de Do y Ro2. Para Ro2/Rn ≤ 1, la fuerza de interaccio´n sera´ siempre atracti-
va independientemente de la distancia de separacio´n inicial. Como vemos, la dina´mica
traslacional sera tanto ma´s ra´pida cuanto ma´s cerca este´ Ro2 del radio resonante. En
cambio, si Ro2/Rn > 1, la interaccio´n entre las burbujas sera´ generalmente repulsiva. Sin
embargo, se observa la aparicio´n de una interaccio´n atractiva por debajo de cierta dis-
tancia, la cual supone un punto de equilibrio inestable [Doinikov (1995), Harkin (2001)].
No´tese que la burbuja pequen˜a, la cual es tratada como una part´ıcula puntual a la hora
de analizar su dina´mica traslacional, tiende siempre a alcanzar un equilibrio estable en
las regiones pro´ximas al contorno de la burbuja grande. Obviamente, este feno´meno
carece de significado f´ısico debido a la presencia real de contornos materiales, por lo
que el equilibrio alcanzado sera´ ficticio. No obstante, observando la localizacio´n de este
equilibrio con respecto a Ro2, podremos analizar de forma cualitativa la establidad de
la unio´n entre ambas burbujas.
A continuacio´n, compararemos la naturaleza de la fuerza de interaccio´n entre las
dos burbujas con lo predicho por la teor´ıa cla´sica de la fuerza secundaria de Bjerknes.
Para ello, se obtendra´n nume´ricamente las distancias de equilibrio D∗ usando la for-
mulacio´n completa para la dina´mica traslacional de la burbuja pequen˜a. Estos puntos
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Figura 6.8: Naturaleza de la interaccio´n mutua entre pares de burbujas. El mapa de colores
indica el valor cos(φ1 − φ2) calculado mediante la teor´ıa cla´sica de la fuerza secundaria de
Bjerknes. La curva azul, la cual separa la regio´n atractiva (negro) de la repulsiva (blanco),
se corresponde con la distancia de equilibrio inestable Dth predicha por esta teor´ıa. Las curvas
verdes representan las posiciones de equilibrio estable e inestableD∗ predichas por la formulacio´n
completa para la dina´mica traslacional.
de equilibrio marcara´n, por tanto, la frontera entre la naturaleza atractiva y repul-
siva de la interaccio´n. En la Fig. 6.8 vemos que, para valores pequen˜os de Ro1, las
zonas de atraccio´n y de repulsio´n en el plano Do − Ro2 predichas por ambas formula-
ciones coinciden. Si Ro2/Rn < 1, la diferencia de fase de las oscilaciones sera´ pra´cti-
camente nula, de manera que las burbujas siempre se atraera´n. En cambio, cuando
Ro2/Rn > 1, esta diferencia de fase dependera´ de la distancia de separacio´n. Para va-
lores Do > Dth, las burbujas oscilan con fases muy dispares, lo que hace que la fuerza
secundaria de Bjerknes sea repulsiva. Sin embargo, para Do < Dth, las fases se igua-
lan debido al acoplamiento acu´stico, por lo que la fuerza seundaria se vuelve atractiva
[Zabolotskaya (1984), Doinikov (1995), Ida (2002)]. A medida que el taman˜o de la bur-
buja pequen˜a aumenta, se observa cierta divergencia entre las predicciones de ambas
teor´ıas. Mientras que las predicciones de la teor´ıa cla´sica permanecen inalteradas, las
de la formulacio´n completa para la dina´mica traslacional ampl´ıan la zona de repulsio´n
para valores de Do por debajo de Dth, llegando a cubrir todo el dominio a partir de
Ro2/Rn > 1.6 aproximadamente. Bajo estas condiciones, si la burbuja pequen˜a esta´ muy
cerca de la grande, la interaccio´n resulta siempre repulsiva y no atractiva como estable-
ce el signo de la fuerza secundaria de Bjerknes. Esto sugiere una reversio´n de la fuerza
interaccio´n entre las burbujas en esta regio´n, provocada presuntamente por la accio´n no
despreciable de fuerzas hidrodina´micas.
Por otro lado, observamos en la Fig. 6.8 que la rama estable de la posicio´n de equili-
brio D∗ se situ´a muy cerca del contorno de la burbuja grande para valores Ro2/Rn < 1.6
en el caso Ro1/Rn = 0.2. Como vemos, el equilibrio estable, provocado por las fuerzas
hidrodina´micas presentes a distancias cortas, no es predicho por la teor´ıa cla´sica. La
proximidad de esta posicio´n a Ro2 indica que el contacto f´ısico entre ambas burbujas
dar´ıa lugar a una unio´n relativamente de´bil. Ante esta situacio´n, la presencia de cual-
quier otro campo de fuerzas espu´reo lo suficientemente intenso, como el generado por
el microstreaming [Elder (1959), Marmottant (2006), Tho (2007)], podra´ desplazar la
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burbuja pequen˜a hacia una nueva posicio´n de equilibrio algo ma´s alejada, lo que ex-
plica la formacio´n de parejas estables levemente distanciadas [Yoshida (2011)]. Por el
contrario, cuando el equilibrio estable se situ´a muy por debajo de Ro2 como ocurre para
Ro1/Rn = 0.1, la unio´n entre ambas burbujas ser´ıa lo suficientemente fuerte como para
formar una pareja estable en contacto.
Figura 6.9: Naturaleza de la interaccio´n mutua entre pares de burbujas. Los c´ırculos y los
tria´ngulos se corresponden con los resultados experimentales obtenidos por Yoshida et al. para
valores Ro1/Rn ≃ 0.2− 0.4
Finalmente, se han comparado en la Fig. 6.9 los resultados nume´ricos con los ex-
perimentos llevados a cabo por Yoshida et al. para burbujas de radio Ro1/Rn ∼ 0.3
[Yoshida (2011)]. Como revelan los puntos experimentales situados en Ro2/Rn ≃ 1.8
para Do < Dth, existira´ una reversio´n del signo de la interaccio´n en esta zona, lo cual es
predicho por formulacio´n completa para la dina´mica traslacional. Se observa, adema´s,
la existencia de repulsio´n alrededor de Ro2/Rn ≃ 1.4 para distancias Do ≃ Ro2: dada
la proximidad de la posicio´n de equilibrio estable D∗, la burbuja pequen˜a puede ser
desplazada hacia afuera por el efecto de otros campos de fuerzas no considerados en
el presente estudio. Concluimos que la influencia no despreciable de los distintos efec-
tos hidrodona´micos sobre la dina´mica traslacional, los cuales no esta´n recogidos en la
formulacio´n cla´sica de la fuerza secundaria de Bjerknes, es la responsable tanto de la
presencia de posibles equilibrios estables, como de la reversio´n de la fuerza de interaccio´n
para distancias de separacio´n muy pequen˜as.
Con el fin de estudiar y catalogar la accio´n de estas fuerzas hidroda´micas, formulare-
mos la dina´mica traslacional de la burbuja pequen˜a de una forma ma´s amigable usando
la composicio´n de movimientos. As´ı pues, a la vista de los resultados nume´ricos para la
evolucio´n de D, la dina´mica del movimiento de la burbuja pequen˜a se puede descom-
poner en dos movimientos simples: (a) vibraciones, o movimiento de vaive´n, debidas la
naturaleza oscilante de la fuerza instanta´nea de radiacio´n, y (b) traslacio´n neta debida
al promedio no nulo de estas fuerzas a lo largo de un periodo de oscilacio´n.
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Movimiento vibracional
Como se espera, el movimiento vibracional de la burbuja pequen˜a tiene lugar en una
escala de tiempo mucho ma´s reducida (to ∼ 1/ωo) que la traslacio´n neta [Toilliez (2008)].
Este efecto nos permite desacoplar las vibraciones del movimiento traslacional prome-
dio, lo que implica que la ecuacio´n que gobierna el movimiento vibracional puede ser
planteada considerando solamente un periodo de oscilacio´n.
A continuacio´n, asumiremos unas vibraciones Y de pequen˜a amplitud en torno a la
posicio´n media s. De esta manera, el desplazamiento total de la burbuja vendra´ dado
por D = s + Y , siendo Y ≪ s. En consecuencia, la velocidad y la aceleracio´n total de
la burbuja se escriben D˙ = v + Y˙ y D¨ = a + Y¨ respectivamente. Dado que estamos
analizando este movimiento en una escala de tiempo muy pequen˜a, la variacio´n de
la posicio´n media de la burbuja sera´ ∆s ≪ |Y |. Esto implica una velocidad media
v ∼ ωo∆s ≪ Y˙ , y una aceleracio´n media a ∼ ω2o∆s ≪ Y¨ . Concluimos entonces que la
mayor parte de la dina´mica traslacional total de la burbuja, a lo largo un periodo de
oscilacio´n, se debe al movimiento vibracional. Para escribir la ecuacio´n de movimiento
de las vibraciones, linealizaremos hasta te´rminos de primer orden las distintas fuerzas
que actu´an sobre la burbuja pequen˜a. Por tanto, la versio´n linealizada de la fuerza de
radiacio´n secundaria resulta
FR =
4
3
πρ∞R3o1R
3
o2
X¨2
s2
. (6.25)
Por otro lado, la expresio´n linealizada de la fuerza de inercia virtual sera´
FI = −2
3
πρ∞R3o1
(
Y¨ R3o2 −
X¨2
s2
)
. (6.26)
No´tese que los te´rminos relacionados con la derivada temporal del radio de la burbuja
han sido despreciados. Por u´ltimo, la fuerza de resistencia viscosa linealizada se escribe
FD = −12πµLRo1
(
Y˙ −R3o2
X˙2
s2
)
. (6.27)
Finalmente, la ecuacio´n diferencial que gobierna el movimiento vibracional de pequen˜a
amplitud se construye haciendo FR + FI + FD = 0, con lo cual
Y¨ + 9dvis1Y˙ = 3R
3
o2
(
X¨2 + 3dvis1X˙2
) 1
s2
, (6.28)
donde dvis1 = 2µL/ρ∞R2o1 es el factor de amortiguamiento viscoso. Como vemos, esta
ecuacio´n tiene una estructura muy similar a la un oscilador armo´nico amortiguado, el
cual es forzado por las oscilaciones de la burbuja grande.
Para resolver la ecuacio´n anterior, asumiremos unas vibraciones monocroma´ticas de
la forma Y = Yˆ exp(−iωot), siendo Yˆ = σ exp(iφs), con σ y φs la amplitud y la fase.
As´ı pues, substituyendo en (6.28), se obtiene
Yˆ = 3R3o2
(
1 + 6iRe−1
1 + 18iRe−1
)
Xˆ2
s2
, (6.29)
donde se ha definido el nu´mero de Reylonds como Re = 4/Γvis1 = ρ∞ωoR2o1/µL. Como
muestra esta expresio´n, el movimiento vibracional de la burbuja pequen˜a esta´ inducido
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u´nicamente por las oscilaciones de la grande. Adema´s, la amplitud de estas vibraciones
decae con el cuadrado de la separacio´n, lo cual queda plasmado en la Fig. 6.10. Bajo
las condiciones parame´tricas de nuestro problema, podemos estimar finalmente una
amplitud σ ≃ 3ε2R3o2/s2 y una fase φs ≃ φ2
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Figura 6.10: Izquierda: amplitud σ del movimiento vibracional de la burbuja pequen˜a
(Ro1/Rn = 0.2) en funcio´n de la distancia de separacio´n media s. El nu´mero de Reynolds
correspondiente es Re ≃ 100. Derecha: envolvente de las vibraciones (en rojo) calculada anal´ıti-
camente a partir de la solucio´n nume´rica (en negro) para la traslacio´n total de la burbuja
pequen˜a.
Movimiento traslacional promedio
Con el fin realizar la operacio´n de promediado temporal, linealizaremos los te´rminos
asociados a la dina´mica oscilatoria y vibracional presentes en ecuacio´n del movimiento
de traslacio´n (6.24) conservando te´rminos de hasta segundo orden. Para tal propo´sito,
asumiremos oscilaciones y vibraciones de pequen˜a amplitud, de manera que R = Ro(1+
X) y D = s + Y , con |X| ≪ 1 y |Y | ≪ s respectivamente. Veamos por separado la
expresiones linealizadas y promediadas correspondientes a cada una de las fuerzas que
actu´an sobre la burbuja. En primer lugar, la linealizacio´n de la fuerza de radiacio´n
secundaria (6.17) nos lleva a
FR =
4
3
πρ∞R3o1R
3
o2
(
X¨2 + 3X1X¨2 + 2X2X¨2 + 2X˙
2
2
s2
− 2R
3
o2X˙
2
2
s5
)
. (6.30)
Para efectuar la operacio´n de promediado, consideraremos que la posicio´n media s es
constante durante un periodo de oscilacio´n. Escribiendo u´nicamente los te´rminos con
promedio no nulo, llegamos a
〈FR〉 = 4
3
πρ∞R3o1R
3
o2
(
3 X1X¨2 + 2 X2X¨2 + 2 X˙
2
2
s2
− 2R
3
o2 X˙
2
2
s5
)
. (6.31)
Si asumimos oscilaciones de la forma X = ε cos(φ−ωot), se tiene que X2X¨2 = − X˙22 ,
con lo que el promedio de la fuerza de radiacio´n secundaria finalmente resulta
〈FR〉 = −2πρ∞ω2oR3o1R3o2
ε1ε2
s2
cos(φ1 − φ2)− 4
3
πρ∞ω2oR
3
o1R
6
o2
ε22
s5
. (6.32)
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No´tese que el primer te´rmino de esta expresio´n se corresponde con la definicio´n cla´sica de
la fuerza secundaria de Bjerknes, FB, para interacciones de corto alcance. El segundo
te´rmino, el cual se corresponde con el promedio de la fuerza de radiacio´n asociada
a la onda cine´tica, FK , aparece a modo de correccio´n. Podemos comprobar que, para
pequen˜as distancias de separacio´n, estos dos te´rminos son del mismo orden de magnitud.
Efectivamente, si s ∼ Ro2, tenemos que
FB
FK
∼ ε1s
2
ε2R2o2
∼ 1, (6.33)
de manera que el te´rmino relativo a FK debera´ conservarse a la hora de resolver la
dina´mica traslacional promediada en las proximidades de la burbuja grande. Por otro
lado, la fuerza de inercia virtual (6.18), linealizada hasta te´rminos de segundo orden, se
escribe
FI = −2
3
πρ∞R3o1
(
a+ Y¨ + 3aX1 + 3X1Y¨
)
+
+
2
3
πρ∞R3o1R
3
o2
(
X¨2 + 3X1X¨2 + 2X2X¨2 + 2X˙
2
2
s2
− 6vX1X˙2 + 2X˙2Y˙
s3
)
−
− 2πρ∞R3o1
(
vX˙1 + X˙1Y˙ + 2vX1X˙1
)
+ 2πρ∞R3o1R
3
o2
(
X˙1X˙2
s2
)
.
(6.34)
Asumiendo unas velocidades v y aceleraciones a medias constantes a lo largo de un
periodo de oscilacio´n, el promedio de esta fuerza se puede plantear como
〈FI〉 = −2
3
πρ∞R3o1
(
a+ 3 X1Y¨
)
+
+
2
3
πρ∞R3o1R
3
o2
(
3 X1X¨2 + 2 X2X¨2 + 2 X˙
2
2
s2
− 6 vX1X˙2 + 2 X˙2Y˙
s3
)
−
− 2πρ∞R3o1 X˙1Y˙ + 2πρ∞R3o1R3o2
(
X˙1X˙2
s2
)
.
(6.35)
Finalmente, considerando tanto oscilaciones como vibraciones monocroma´ticas de la
forma X = ε cos(φ − ωot) y Y = σ cos(φs − ωot) respectivamente, la fuerza de inercia
virtual promediada resulta
〈FI〉 = −2
3
πρ∞R3o1a−
2
3
πρ∞ω2oR
3
o1R
3
o2
ε2σ
s3
cos(φ2 − φs)−
− 2πρ∞ωoR3o1R3o2v
ε1ε2
s3
sin(φ1 − φ2).
(6.36)
Vemos que el primer te´rmino de esta expresio´n se corresponde con la inercia asociada
al movimiento traslacional neto FIt de la burbuja. En cambio, el segundo te´rmino es-
tara´ relacionado con la fuerza de inercia de las vibraciones FIv. Se puede demostrar que
esta u´ltima componente es mucho ma´s grande que las fuerzas convectivas Fc, represen-
tadas por el tercer te´rmino. Efectivamente, durante un ciclo del movimiento vibracional,
se tiene v ≪ ωoσ, con lo que
FIv
Fc
∼ ωoσ
vε1
≫ 1. (6.37)
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Se concluye, por tanto, que el te´rmino asociado a las fuerzas convectivas podra´ despre-
ciarse de la inercia total. Por u´ltimo, la versio´n linealizada de la fuerza de resistencia
viscosa (6.23) se expresa como
FD = −12πµLRo1
(
v + Y˙ + vX1 +X1Y˙
)
+
+ 12πµLRo1R
3
o2
(
X˙2 +X1X˙2 + 2X2X˙2
s2
)
,
(6.38)
cuyo promediado establece
〈FD〉 = −12πµLRo1
(
v + X1Y˙
)
+ 12πµLRo1R
3
o2
(
X1X˙2
s2
)
, (6.39)
habie´ndose considerado una velocidad media constante durante el periodo de oscilacio´n.
Evaluando los promedios de la expresio´n anterior, llegamos finalmente a
〈FD〉 = −12πµLRo1v − 6πµLωoRo1ε1σ sin(φ1 − φs)+
+ 6πµLωoRo1R
3
o2
ε1ε2
s2
sin(φ1 − φ2),
(6.40)
resultado que representa las tres componentes de la resistencia viscosa total sobre la
burbuja. Los te´rminos hallados se corresponden, en este orden, con la resistencia debida
al movimiento de traslacio´n neto, FDt, al movimiento vibracional, FDv, y al arrastre
provocado por el flujo potencial u2 desarrollado alrededor de la burbuja grande, FD2.
La ecuacio´n diferencial que gobierna el movimiento traslacional promedio se constru-
ye haciendo 〈FR〉+ 〈FI〉+ 〈FD〉 = 0. Introduciendo en esta expresio´n todos los te´rminos
encontrados para cada una de las fuerzas promediadas (6.32), (6.36) y (6.40), podemos
escribir
FIt + FDt = −FB − FK − FIv − FD2 − FDv. (6.41)
A continuacio´n, adimensionalizaremos la ecuacio´n de movimiento (6.41) con las variables
s˜ = s/Ro2, σ˜ = σ/Ro2, v˜ = vto/Ro2 y a˜ = at
2
o/Ro2, siendo to = ρ∞R2o1/µL el tiempo
caracter´ıstico. La amplitud adimensional del movimiento vibracional sera´ σ˜ = 3|Ω|ε2/s˜2,
donde se ha definido el para´metro complejo Ω = (1+ 6iRe−1)/(1+ 18iRe−1). As´ı pues,
substituyendo σ˜ en las distintas fuerzas donde aparece, se obtiene finalmente
a˜+ 18v˜ = −3Re2 ε1ε2
s˜2
cos(φ1 − φ2)−Re2 ε
2
2
s˜5
[2 + 3|Ω| cos(φ2 − φs)] +
+ 9Re
ε1ε2
s˜2
[sin(φ1 − φ2)− 3|Ω| sin(φ1 − φs)] ,
(6.42)
donde el nu´mero de Reynolds es Re = ρ∞ωoR2o1/µL. El primer te´rmino de la derecha
de (6.42) se identifica con la definicio´n cla´sica de la fuerza secundaria de Bjerknes en
su versio´n adimensional, la cual domina para valores elevados de Re y de la distancia
de separacio´n s˜. Este ana´lisis nos ha permitido incorporar los efectos de otras fuerzas
hidrodina´micas, con promedio no nulo, en el ca´lculo de la interaccio´n entre pares de
burbujas. Concluimos que, aunque la fuerza secundaria de Bjerknes, segu´n su defini-
cio´n, resulte atractiva, la fuerza de interaccio´n podr´ıa ser repulsiva bajo determinadas
circunstancias. Este feno´meno ha sido verificado de forma nume´rica y experimental en
la Fig. 6.8 y Fig. 6.9.
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Para investigar las posiciones de equilibrio s˜∗ que aparecen en la interaccio´n mutua
entre las burbujas, hacemos simplemente v˜∗ = a˜∗ = 0 en la ecuacio´n de movimiento
promediada (6.42). De esta manera, se obtiene la siguiente ecuacio´n algebraica
s˜3∗ =
1
3(ε2/ε1)[2 + 3|Ω| cos(φ2 − φs)]
3Re−1[sin(φ1 − φ2)− 3|Ω| sin(φ1 − φs)]− cos(φ1 − φ2) , (6.43)
la cual debe ser resuelta de manera iterativa teniendo en cuenta que las amplitudes y
fases de las oscilaciones dependen asimismo de esta posicio´n. No obstante, el desaco-
plamiento de las oscilaciones de la burbuja grande nos permite simplificar el ca´lculo
tomando valores de ε2 y φ2 constantes. En la Fig. 6.11 hemos representado la curva de
equilibrio obtenida a partir de la expresio´n (6.43). Como vemos, esta solucio´n reproduce
de forma cualitativa lo predicho por la formulacio´n completa de la dina´mica traslacional.
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Figura 6.11: Naturaleza de la interaccio´n mutua entre pares de burbujas. Posiciones de equi-
librio calculadas mediante la teor´ıa cla´sica de la fuerza secundaria de Bjerknes (Dth), la for-
mulacio´n completa para la dina´mica traslacional (D∗), y la formulacio´n para el movimiento de
traslacio´n promediado (s∗).
6.4. Feno´menos de clustering en nubes de microburbujas
Para concluir el estudio de la fenomenolog´ıa asociada a las fuerzas de Bjerknes, en
esta seccio´n aplicaremos la formulacio´n correspondiente de la dina´mica de traslacio´n
promediada con el fin de obtener nume´ricamente la evolucio´n en el tiempo de una
nube de N burbujas excitada por una onda acu´stica plana. Consideraremos que el
desplazamiento medio de cada burbuja dentro de la nube esta´ inducido u´nicamente
por la accio´n de las fuerzas primarias y secundarias de Bjerknes. De esta manera, el
movimiento de la burbuja i se encuentra gobernado por
maiai + 12πµLRoivi = F
(1)
Bi +
N∑
j 6=i
F
(2)
Bij , (6.44)
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donde ai es el vector aceleracio´n, vi es el vector velocidad, y mai = 2πρ∞R3oi/3 la masa
an˜adida de la burbuja.
Para resolver esta ecuacio´n, implementaremos un algoritmo nume´rico basado en
te´cnicas de resolucio´n de problemas de dina´mica molecular. Asumiremos que, en el
instante inicial t0, la posicio´n de cada burbuja dentro de la nube viene dada por ri(t0) =
r0i. Por otro lado, si las burbujas se encuentran en reposo, sus velocidades iniciales sera´n
vi(t0) = 0 m/s. El algoritmo se construye como sigue
i) En el instante tk se conocen las posiciones relativas ri(tk) de todas las burbujas,
y por tanto, la presio´n acu´stica externa en sobre cada una, pa(ri(tk), tk).
ii) Dada esta configuracio´n espacial, se calculan las amplitudes εi(tk) y fases φi(tk)
de las oscilaciones de cada burbuja mediante la resolucio´n del sistema de ecuacio-
nes lineal para la dina´mica acoplada (planteado en el Cap´ıtulo 5).
iii) Una vez resuelto el problema de las oscilaciones acopladas, se procede a evaluar
la fuerza primaria de Bjerknes, F
(1)
Bi (tk), dada por la expresio´n (6.5), y la fuerza
secundaria de Bjerknes, definida en (6.11), para todos los pares de burbujas pre-
sentes en la nube, F
(2)
Bij(tk).
iv) Usando un esquema de Euler, actualizaremos el vector velocidad para cada
burbuja calculando la accio´n de estos dos campos de fuerzas durante un lapso de
tiempo ∆t = tk+1 − tk lo suficientemente pequen˜o. Mediante una aproximacio´n
lineal, el vector aceleracio´n se puede escribir ai(tk+1) ≃ [vi(tk+1) − vi(tk)]/∆t.
Substituyendo esta aceleracio´n en la ecuacio´n (6.44), obtenemos
vi(tk+1) ≃ vi(tk) +

F(1)Bi (tk) +
N∑
j 6=i
F
(2)
Bij(tk)− 12πµLRoivi(tk)

 ∆t
mai
(6.45)
v) Conocido el valor del vector velocidad en el instante tk+1, podremos actualizar
las posiciones de las burbujas dentro de la nube haciendo ri(tk+1) ≃ ri(tk) +
vi(tk+1)∆t. As´ı pues, substituyendo la expresio´n (6.45), se tiene finalmente
ri(tk+1) ≃ ri(tk) + vi(tk)∆t+
+

F(1)Bi (tk) +
N∑
j 6=i
F
(2)
Bij(tk)− 12πµLRoivi(tk)

 (∆t)2
mai
.
(6.46)
vi) Obtenida la nueva configuracio´n espacial de la nube de burbujas, se repetira´ el
algoritmo desde el punto i).
En la Fig. 6.12 se ha representado el instante inicial y final de la evolucio´n de una
nube monodispersa de 10 burbujas ante la excitacio´n acu´stica creada por una onda
plana monocroma´tica propaga´ndose a lo largo del eje z. Las burbujas, al ser todas
mismo taman˜o, oscilara´n en fase, lo que provoca unas fuerzas de interaccio´n atractivas
entre ellas. Vemos, por tanto, co´mo las burbujas tienden a agruparse primero por pares,
y ma´s tarde por racimos (clustering), a medida que actu´a la excitacio´n. Este feno´meno,
aplicado sobre poblaciones de microburbujas de contraste, puede ser de gran intere´s
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para el control y guiado de portadores de fa´rmacos (drug delivery) en el tratamiento
de diversas patolog´ıas. Sin embargo, en algunas situaciones, la formacio´n descontrolada
de agrupaciones puede causar una dra´stica pe´rdida de la informacio´n proveniente del
ultrasonido durante la diagnosis, y en un escenario ma´s grave, la obstruccio´n de capilares
sangu´ıneos, lo que puede llevar a un embolismo gaseoso. Por tanto, el ana´lisis de las
interacciones entre burbujas y la dina´mica de agrupaciones es esencial para controlar la
aparicio´n de este tipo de feno´menos.
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Figura 6.12: Instante inicial (β = 10−2.5) y final de la configuracio´n de una nube de 10 burbujas
monodispersas (Ro = 3 µm) excitada por una onda acu´stica plana de amplitud Pa = 5 kPa y
frecuencia fo = 1 MHz. Las curvas rojas representan las trayectorias seguidas por cada burbuja.
6.5. Conclusiones
Las fuerzas de interaccio´n entre las burbujas que componen una nube excitada
acu´sticamente han sido analizadas en el presente cap´ıtulo. En primer lugar, se ha re-
visado la formulacio´n correspondiente a la teor´ıa cla´sica de las fuerzas de Bjerkenes,
estudiando el origen de estas interacciones a partir de la definicio´n de las fuerzas de
radiacio´n. Hemos visto co´mo los efectos de acoplamiento entre burbujas y los efectos de
largo alcance pueden afectar, tanto de forma cuantitativa como cualitativa, a la natu-
raleza atractiva o repulsiva de las fuerzas secundarias de Bjerknes. En segundo lugar,
se ha analizado la interaccio´n mutua entre pares de burbujas a partir de la formulacio´n
completa para la dina´mica traslacional. De esta manera, se ha podido calcular la evolu-
cio´n de la distancia de separacio´n entre dos burbujas, caracterizando de forma nume´rica
la naturaleza de la fuerza de interaccio´n. Los resultados obtenidos han sido compara-
dos con la teor´ıa cla´sica de Bjerknes, y con los experimentos realizados por Yoshida
et al. (2011). Como hemos visto, estos resultados nume´ricos logran captar el feno´meno
de reversio´n del signo de la interaccio´n, el cual se produce cuando la separacio´n entre
ambas burbujas es muy pequen˜a. As´ı pues, con el fin de explicar este hecho, se ha des-
acoplado la dina´mica vibracional de la dina´mica traslacional promediada, planteando
las ecuaciones que las gobiernan. Las ecuaciones de movimiento obtenidas ponen de
manifiesto que esta reversio´n del signo puede ser debida a la accio´n no despreciable de
las fuerzas hidrodina´micas provocadas por el efecto neto del flujo potencial creado en
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Conclusiones
La elaboracio´n de esta tesis se enmarca dentro de los objetivos del Proyecto del
Plan Nacional de I+D+i Mecanismos de generacio´n de microgotas, burbujas y espumas
con aplicaciones a procesos industriales, farmacolog´ıa y medicina. El resumen de dicho
proyecto establece:
i) Mejorar nuestro entendimiento de los mecanismos f´ısicos ba´sicos de generacio´n
de gotas, burbujas y espumas,
ii) Estudiar la dispersio´n acu´stica mu´ltiple en nubes de burbujas monodispersas,
y
iii) Usar parte del conocimiento ba´sico adquirido en i) y ii) para disen˜ar nuevos
dispositivos de generacio´n de agentes de contraste ultraso´nicos (UCA) de uso
diagno´stico, y microemulsiones con aplicaciones en la industria farmace´utica.
Estos resultados guiara´n la construccio´n de nuevos dispositivos que mejorara´n algu-
nos de los procesos de produccio´n usados en las industrias farmace´utica, alimentaria o
cosme´tica, o en ciencia de materiales. En concreto uno de los objetivos ma´s ambiciosos
del proyecto es el desarrollo de una te´cnica eficiente para medir la presio´n absoluta en
un l´ıquido mediante el ana´lisis de la sen˜al acu´stica dispersada por una nube de burbujas
con taman˜os en el rango microme´trico. Alcanzar este objetivo involucra las siguientes
tareas: (a) la generacio´n de burbujas monodispersas con taman˜os por debajo de las 10
micras, (b) inhibir la disolucio´n del gas en el l´ıquido an˜adiendo un fosfol´ıpido o una
capa polime´rica a la superficie de las burbujas, (c) disen˜ar un procedimiento para la
produccio´n en masa de este tipo de burbujas monodispersas, (d) caracterizar la dis-
persio´n del sonido de una nube de burbujas monodispersas. As´ı pues, elaboraremos las
conclusiones de este trabajo de investigacio´n basa´ndonos en los resultados obtenidos,
los cuales parten del desarrollo de los objetivos y tareas planteadas.
Con el fin de analizar la aplicabilidad de la formulacio´n ba´sica relativa a la pro-
pagacio´n de ondas, se ha llevado a cabo el ca´lculo y simulacio´n de feno´menos como la
radiacio´n acu´stica generada por un transductor, o la dispersio´n acu´stica y refraccio´n por
esferas fluidas homoge´neas (Cap´ıtulo 2). Los resultados correspondientes al estudio de
la propagacio´n de haces acu´sticos en medios homoge´neos revelan que la dispersio´n por
regiones esfe´ricas con unas determinadas propiedades, puede dar lugar a un efecto de
enfoque. Es decir, esta regio´n se puede comportar como una lente acu´stica. Analizando
estos resultados concluimos que la posicio´n focal y la ganancia en presiones dependen
fuertemente de la anchura de la irradiacio´n sobre la esfera (publicado como Miguel A.
Parrales et al. “Acoustic scattering from a spherical lens irradiated by a finite transdu-
cer: focusing effect and refraction.” American Journal of Physic., vol. 79(4), pp. 401 –
410, 2011).
i
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Una vez familiarizados con los distintos feno´menos ondulatorios que aparecen en la
interaccio´n sonido-objeto, se ha procedido a analizar la dina´mica de burbujas con el
fin de establecer las bases f´ısicas y teo´ricas de la interaccio´n ultrasonido-microburbuja
(Cap´ıtulo 3). Como resultado, se ha obtenido un umbral de comportamiento no lineal de
las burbujas. Este umbral predice a partir de que´ presiones acu´sticas una burbuja oscila
de forma no lineal bajo una excitacio´n de una determinada frecuencia. Este resultado es
u´til a la hora de seleccionar el voltaje a aplicar sobre el transductor piezoele´ctrico en los
distintos montajes experimentales. Por otro lado, se ha logrado la produccio´n masiva de
microburbujas monodispersas recubiertas por fosfol´ıpidos usando te´cnicas microflu´ıdicas
(Cap´ıtulo 4). Las medidas experimentales del espectro de atenuacio´n en suspensiones
de microburbujas encapsuladas muestran que el uso de burbujas monodispersas mejora
las te´cnicas de caracterizacio´n acu´stica de agentes de contraste. En consecuencia, se
han podido estimar las propiedades de los recubrimientos de fosfol´ıpidos de forma ma´s
precisa, revelando que son sensibles al taman˜o de equilibrio de las microburbujas (Miguel
A. Parrales et al. “Acoustic characterization of monodisperse lipid-coated microbubbles:
relationship between size and shell viscoelastic properties.”, In preparation, 2013).
Conocido el comportamiento de las microburbujas ante excitaciones acu´sticas, se
ha elaborado un ana´lisis de los feno´menos colectivos presentes en nubes de burbujas
monodispersas (Cap´ıtulo 5). Los resultados ma´s relevantes en el ana´lisis de la dina´mica
acoplada y dispersio´n mu´ltiple ponen de manifiesto la importancia de la compresibilidad
del medio en el ca´lculo de los modos y frecuencias resonantes de una nube. Para ello,
se ha elaborado un mapa de dispersio´n total que predice la localizacio´n de los modos
propios de una nube esfe´rica en el espectro de frecuencias. En consecuencia, se han
obtenido nume´rica y teo´ricamente unas frecuencias propias que corrigen las calculadas
por las teor´ıas cla´sicas (Miguel A. Parrales et al. “Mapping the acoustic scattering
behavior of spherical microbubble clouds.” 65th Annual Meeting of the APS Division
of Fluid Dynamics. California, San Diego, Estados Unidos de America, 2012).
Finalmente, los resultados obtenidos en el ana´lisis de las fuerzas de Bjerknes y de la
interaccio´n mutua entre pares de burbujas (Cap´ıtulo 6) captan y explican los feno´menos
de clustering por un lado, y la “reversio´n del signo” de la interaccio´n por otro, efecto
que ocurre para distancias de separacio´n muy pequen˜as: segu´n nuestro planteamiento, la
fuerza de repulsio´n que se observa experimentalmente, y que no predice la formulacio´n
cla´sica, puede ser debida al efecto neto o promedio del flujo potencial desarrollado en
las inmediaciones de cada burbuja.
Conclusions
The elaboration of this thesis is framed within the objectives of the R+D National
Project Mechanisms of generation of micron-sized drops and bubbles with applications
to industrial processes, pharmacology and medicine. The summary of the project sets:
i) To deepen in our understanding of the basic physical mechanisms of generation
of drops, bubbles and foams
ii) To study the multiple scattering of bubble clouds composed by monodisperse
microbubbles and
iii) To use part of the acquired basic knowledge of i) and ii) to design new devices
for the generation of ultrasound contrast agents (UCAs) with diagnostic purposes
and microemulsions with applications in pharmaceutical industry.
Some of these results will guide the building of new devices that will improve the
performance of some of the production processes followed in pharmaceutical, alimentary
or cosmetic industries or material science. In particular, one of the most ambitious
objective is to develop an effective technique to measure the absolute pressure of a
liquid by analyzing the acoustic signal scattered by a cloud of bubbles with sizes in
the micrometer range. The achievement of this objective involves the following tasks:
(a) the generation of monodisperse bubbles with sizes below 10 microns, (b) to inhibit
the dissolution of the gas into the carrier fluid by adding a phospholipid or polymer
shell to the bubble interface, (c) to design a procedure for the mass production of
these types of monodisperse microbubbles, (d) to characterize the sound scattering of
a monodisperse bubble cloud. Therefore, we write the conclusions of this research by
analyzing the obtained results, which are driven by the development of the proposed
tasks and objectives previously defined.
In order to analyze the applicability of the basic formulation on wave propagation,
we have carried out the calculation and simulation of such phenomena as the acoustic
radiation from a transducer, and the acoustic scattering and refraction by homogeneo-
us fluid spheres (Chapter 2). The study concerning the acoustic beam propagation in
homogeneous media shows that the scattering from spherical regions can lead to a fo-
cusing effect. That is, this region may behave as an acoustic lens. By analyzing these
results, we conclude that the focal position and the pressure gain strongly dependen
on the irradiation width over the spherical lens (published as Miguel A. Parrales et al.
“Acoustic scattering from a spherical lens irradiated by a finite transducer: focusing
effect and refraction.” American Journal of Physic., vol. 79(4), pp. 401 – 410, 2011).
Once familiar with the various wave phenomena which appear in sound-object inter-
actions, we proceeded to analyze the bubble dynamics in order to establish the physical
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and theoretical basis for ultrasound-microbubble interactions (Chapter 3). As a result,
we have obtained a nonlinear behavior threshold for the bubbles. This threshold pre-
dicts the limit acoustic pressure that induces the bubble to oscillate non-linearly. This
result is useful in selecting the voltage applied to the piezoelectric transducer in the
different experimental setups proposed in this work. Furthermore, the massive produc-
tion of monodisperse lipid-coated microbubbles has been achieved by using microfluidic
techniques (Chapter 4). The experimental measurements of the attenuation spectrum,
show that using monodisperse microbubbles improves the acoustic characterization te-
chniques for contrast agents. Accordingly, it has been possible an accurate estimation of
the viscoelastic parameters of the phospholipid coatings, thus revealing that such pro-
perties are sensitive to the equilibrium size of the microbubbles (Miguel A. Parrales et
al. “Acoustic characterization of monodisperse lipid-coated microbubbles: relationship
between size and shell viscoelastic properties.”, In preparation, 2013).
On the other hand, knowing the behavior of the microbubbles while driven by an
acoustic excitation, allows a deep analysis of the collective phenomena that take place
within a monodisperse cloud (Chapter 5). The most relevant results concerning the
study of the coupled dynamics and multiple scattering, reveal the key role of the fluid
compressibility in the calculation of the cloud resonant modes and the eigenfrequencies.
In consequence, we have built a complete scattering map which predicts the eigenmodes
location in the frequency spectrum of a spherical bubble cloud. In conclusion, we have
calculated numerically and theoretically a new set of eigenfrequencies that corrects the
ones obtained by classical theories (Miguel A. Parrales et al. “Mapping the acoustic
scattering behavior of spherical microbubble clouds.” 65th Annual Meeting of the APS
Division of Fluid Dynamics. California, San Diego, Estados Unidos de America, 2012).
Finally, the results on the Bjerkenes forces analysis and the mutual interaction bet-
ween bubbles (Chapter 6) are able to capture and explain the clustering phenomena, and
the interaction sign reversal that occurs for very small separation distances: according to
our approach, the experimentally observed repulsive force, which is not predicted by the
classical formulation, may be due to the average effect of the potential flow developed
in the vicinity of each bubble.
